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Abstract

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Bewertung quantum-klassisch hybrider Losungs-
verfahren fiir schwere 3SAT-Probleme (Klausel-zu-Variablen Verhéltnis von ungeféhr 4,2).
3SAT ist eine Art des Erfiillbarkeitsproblems der Aussagenlogik und NP-vollsténdig. Letz-
teres bezeichnet eine schwere Komplexititsklasse. Es ist effizient reduzierbar auf viele an-
dere NP-vollstiandige Probleme und stellt einen einfach zu formulierenden Prototyp dar.
Das Verfahren besteht im Losen einer mit der 3SAT-Formel assoziierten Instanz eines
ganzzahligen linearen Programmes. Die erhaltene Zuordnung wird dann in eine Belegung
eines Problems der maximalen stabilen Menge (MIS) umgewandelt und als Anfangszu-
stand eines Reverse Annealing Schrittes verwendet. Um das Konzept zu evaluieren, wer-
den Losungszeiten des Verfahrens mit denen eines modernen SAT-Solvers verglichen. Des
Weiteren wird versucht, einige Eigenschaften des quantum-klassisch hybriden Verfahrens
und der Losungslandschaft der 3SAT-Probleme anhand der Ergebnisse des Reverse Anne-
aling zu ermitteln. Dafiir wurde eine quantitative Studie mithilfe der Reverse Annealing
Funktion des Quantum Computers Advantage 4.1 der Firma D-Wave Systems durchge-
fiihrt. Die Auswertung von fast 2,5 Millionen Losungen des Quantum Annealers zeigte
interessante Ergebnisse. Der Skalierung des Verfahrens sind jedoch durch die Quanten-
computer Hardware momentan noch Grenzen gesetzt und die Losungszeit des klassischen
Losungsverfahrens kann weiter verbessert werden. Es werden zuséatzlich Eigenschaften
der Losungslandschaft des Verfahrens gezeigt. So wird festgestellt, dass das globale Mi-
nimum und grofie lokale Minima des zu einem MIS umgewandelten 3SAT-Problem sehr
breit sind und hohe Barrieren besitzen. Des Weiteren sind lokale Minima in der Néhe
des globalen Minimums eher durch korrekte aber nicht optimale Zuordnungen des sta-
bilen Mengenproblems (IS) zu beschreiben. Die grofien lokalen Minima hingegen lassen
sich durch inkorrekte IS beschreiben, die aber durch ihre hohe Kardinalitit teilweise als
3SAT-Losung interpretierbar sind.
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1. Einleitung

Menschen sind bequem. Seitdem die Menschheit existiert, entwickelt sie Werkzeuge und
Methoden, um einfacher, besser und bequemer leben zu kénnen. Mit der Erfindung ei-
ner mit Strom betriebenen Rechenmaschine im 20. Jahrhundert konnte jedoch nicht nur
der Korper entlastet werden, sondern auch der Verstand der Menschen. Mehr noch, der
Mensch konnte plotzlich mit davor unerreichter Geschwindigkeit und Prézision rechnen.
Ein immenser Fortschritt in allen Lebensbereichen ging damit einher, da das Leben von
Ressourcenoptimierung geprigt ist. Sei es die Uberlegung, wie moglichst viel Nahrung
pro Landflache produziert werden kann, oder was der schnellste Weg von A nach B ist,
alle Berechnungen konnten durch die neue Technik weitaus schneller ausgefiihrt wer-
den. Nachdem neue Methoden und Algorithmen entwickelt wurden, konnten auch vorher
unerreichbare Genauigkeiten bei einigen Problemstellungen erzielt werden. Ein Beispiel
solcher ist die Proteinfaltung. Durch das Team von DeepMind ist es mithilfe maschinel-
len Lernens gelungen, Proteinfaltung sehr viel genauer als jemals zuvor vorherzusagen.
Dies ist beispielsweise hilfreich um Medikamente auch fiir aktuelle Krankheiten wie zum
Beispiel Covid-19 zu entwickeln. (vgl. [EOP721]) Auch im maschinellen Lernen spielt
Optimierung eine grofie Rolle. Seit einigen Jahren gibt es jedoch eine neue Methode, sol-
che Optimierungsaufgaben méglicherweise noch schneller ausfithren zu kénnen. Quantum
Annealing ist ein Weg - basierend auf physikalischen Erkenntnissen des letzten Jahrhun-
derts - solche Probleme zu 16sen. Die Methode konnte einige vielversprechende Ergebnisse
produzieren. Beispielsweise zeigt eine Arbeitsgruppe von Google 2015 einen erheblichen
Zeitvorteil von Quantum Annealing gegeniiber seinem klassischen Partner Simulated An-
nealing ([DBIT15]). Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einem moglichen Weg
mit Quantum Annealing schwere Probleme effizienter 16sen zu kénnen. Dabei wird ei-
ne leicht abgewandelte Form des Quantum Annealings - das Reverse Annealing - im
Zusammenspiel mit einem klassischen Losungsverfahren angewandt. Mit einer &hnlichen
Frage beschéftigte sich Thomas Gabor, Sebastian Zielinski und weitere in ihrer Arbeit
|GZFT19]. Dabei wurden 3SAT-Probleme (3SAT ist eine Art des Erfiillbarkeitsproblems
der Aussagenlogik) mithilfe eines reinen Quantum Annealing Ansatzes gelost. Das Ziel
der vorliegenden Arbeit ist jedoch die Evaluation eines quanten-klassisch hybridem Lo-
sungsverfahren fiir 3SAT-Probleme. Dabei wird die 3SAT-Instanz in ein MILP (Mized
Integer Linear Program) umgewandelt, gelost und dann als Startzustand fiir das Reverse
Annealing genutzt. Es wird zusétzlich versucht, Riickschliisse auf die Losungslandschaft
des 3SAT-Problems zu ziehen. 3SAT ist ein schweres (NP-vollstdndiges), aber trotzdem
einfach zu formulierendes Problem. Da es auf viele andere NP-vollstédndige Problemstel-
lungen effizient reduzierbar ist (vgl. [Kar72]), ist das 3SAT-Problem ein idealer Prototyp
fiir komplexe praktische Anwendungen. Beispielsweise kann es zum Problem des Hand-
lungsreisenden reduziert werden, bei dem die kiirzeste Route zwischen mehreren Stadten
gesucht wird. Daher ist das 3SAT-Problem trotz seiner durchaus theoretischen Formu-
lierung doch sehr direkt auf praktische Aufgabenstellungen anzuwenden. Die Methodik
dieser Arbeit basiert auf einer quantitativen Studie mithilfe des Quantum Annealers Ad-
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vantage 4.1 von D-Wave Systems und dem Optimierungsprogramm Gurobi der Firma
Gurobi. Die vorliegende Arbeit gliedert sich in 7 Kapitel. Die ersten 3 Kapiteln stellen
dabei die benétigte Theorie dar, die letzten 4 behandeln dann den praktischen Teil. Die
3 Kapitel des Anhangs présentieren Themen, deren Umfang zu grof§ fiir die eigentliche
Arbeit ist. In Kapitel [2| werden die drei zentralen Probleme MIS, SAT und MILP einge-
fithrt. Dann folgt ein Paragraf [3| iiber lineare Programmierung, die in dem entwickelten
hybriden Losungsansatz eine wichtige Rolle einnimmt. In Sektion [4| folgt dann ein Ka-
pitel iiber Quantum Annealing. Zu weiterfiihrenden Informationen wird auf den Anhang
verwiesen. Appendix [A beschreibt die Komplexititstheorie genauer, Anhang [B] gibt de-
taillierte fiir Quantum Annealing relevante Informationen der Physik und [C] stellt ein
Beispiel fiir Kapitel [3| dar. Sektion [5] prasentiert den Versuchsaufbau und -beschreibung.
Im Kapitel [6] werden dann die Ergebnisse dargestellt. Folgend schlieSt die Arbeit ab mit
einer kurzen Diskussion in [7|und Fazit im Paragrafen



2. MIS und SAT

In dieser Sektion wird das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (auch SAT) und das
Problem der maximalen stabilen Menge (MIS) erldutert. Folgendes Kapitel orientiert sich
an [ESB20].

2.1. Das Erfiillbarkeitsproblem - SAT

Das Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik fragt, ob eine Formel erfiillbar ist. Das
dazugehorige Suchproblem sucht nach einer Belegung von n Variablen 1, x9,..,x, €
{wahr, falsch}. Die zwei Werte wahr und falsch werden oft auch binér als 1 bzw. 0 aus-
gedriickt. Die Belegung soll so gewéahlt sein, dass eine Formel F' erfiillt wird. Die verwen-
deten Literale y1, 42, .., y2, in einer Formel stellen die negierten und positiven Variablen
dar. Die Literale sind mit Disjunktionen oder Konjunktionen verkniipft. Die Standard-
form des Problems heifit Konjunktive Normalform (oder CNF). Dabei besteht die Formel
aus m Konjunktionen der Klauseln C;.

F=\/ G

i€1l,.,m

Jede Klausel besteht aus Disjunktionen von unterschiedlichen Literalen aus der Menge

Ji.
Ci= M\ v

JE€Ji

Anmerkung 2.1 Sollten zwei Literale in einer Klausel identisch sein, so ist ein Literal
tiberfliissig.

Anmerkung 2.2 Die Disjunktion einer Literal der negierten Variable v und einem Li-
teral der Variable v bewirkt die Korrektheit der Disjunktion unabhdngig von der Belegung
der Variable.

Das Erfiillbarkeitsproblem war das erste Problem, fiir das die NP-Vollstandigkeit
bewiesen wurde [Coo71]. Es kann auf viele andere Probleme polynomiell reduziert werden.
[Kar72]

Definition 2.3 (3SAT) Das 3SAT-Problem ist eine spezielle Form des Erfiillbarkeits-
problems bei dem genau 3 Variablen pro Klausel in der konjunktiven Normalform enthal-
ten sind. Das allgemeine Erfillbarkeitsproblem ldsst sich polynomiell auf 3SAT reduzie-
ren. Es wird oft als ein einfach zu formulierendes NP-vollstandiges Problem verwendet.

'Fiir eine genauere Erklarung der verwendeten Ausdriicke aus der Komplexititstheorie wird auf den
Anhang [A] verwiesen.
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Anmerkung 2.4 (Erstellung von zufilligen 3SAT Instanzen) Fir eine zufillige Er-
zeugung etner 3SAT Instanz mit n Variabeln und k Klauseln werden Variablen zufdllig
fiir eine Klausel ausgewdhlt mit der Wahrscheinlichkeit ﬁ Es gibt dabei zwei verschie-
dene Vorgdnge. Beim gezwungenen Vorgang wdhlt man eine Belegung der gewinschten
Variablen und sucht dann dazu passende Klauseln. Bei der ungezwungenen Variante wer-
den alle Klauseln in die Formel aufgenommen. Falls die Formel unloesbar ist, wird der
Vorgang wiederholt. Wegen Anmerkung und [2.2 verwerfen beide Vorginge Klauseln,
in denen sich dieselbe Variable befindet; unabhdngig davon, ob deren Literale unterschied-
liche Vorzeichen besitzen oder nicht. Da der erste Vorgang tendenziell leichter zu ldosen
ist als zweiter ([Hod]), werden in dieser Arbeit zufdillige 3SAT Instanzen ungezwungen
(oder unforced) erzeugt.

2.2. Das Stabilitatsproblem - IS/MIS

Die Sektion ist angelehnt an [Chol0]. Ein weiteres NP-vollstandiges Entscheidungspro-
blem ist das Stabilitatsproblem (oder IS fiir Independent Set). Es wird gefragt ob ein
Graph G mindestens k Knoten enthélt, die eine stabile Menge bilden. Eine stabile Menge
eines Graphen enthélt nur Knoten, die nicht mit Kanten verbunden sind. Das dazuge-
horige Optimierungsproblem sucht eine stabile Menge mit maximaler Kardinalitit (auch
Stabilitatszahl genannt). Es wird als MIS abgekiirzt. Ein MIS kann mathematisch be-
schrieben werden als:

Y(xl,..,xn): Z cr; + Z Jijxiwj (2.1)
1€V (Q) ijeEE(Q)

Dabei driickt V(G) die Knotenindexmenge und E(G) die Kantenindexmenge des Graphen
G aus.

Abbildung 2.1.: Die maximale stabile Menge des Graphen ist M = {1,2,6,7}. Die Stabi-
litdtszahl des Graphen ist 4.

2.3. Transformationsmethode zwischen 3-SAT und MIS

Das in der Arbeit verwendete Verfahren verlangt nach einer Umwandlung zwischen dem
3SAT Problem und dem der stabilen Menge. In diesem Kapitel werden 3 Verfahren vor-
gestellt. Dies ist an |Chol0] und [Lucl4] orientiert. Die Struktur der Grafiken ist von



2.3. Transformationsmethode zwischen 3-SAT und MIS

[Chol0] inspiriert. Als Beispiel verwendet wird die aussagenlogische Formel
F = (.7}1 V xoV 1‘3) VAN (—|QS‘1 V —x3 V .7,‘5) AN (1‘1 V x5 V 33‘6) (2.2)

3-SAT zu MIS

Nach |Chol0] kénnen 3-SAT Instanzen leicht zu Graphen eines Stabilitétsproblems
umgewandelt werden. Fiir jedes Literal wird ein Knoten erstellt. Die Knoten der
Literale einer Klausel werden miteinander verbunden. Alle Knoten der Literale der-
selben Variable mit unterschiedlichem Vorzeichen werden durch Kanten verkniipft.
Eine 3-SAT Instanz mit k& Klauseln ist 16sbar, wenn die maximale stabile Menge
des assozierten MIS Problems k unabhéngige Knoten besitzt. Die Umwandlung wird
anhand eines Beispiels in Abbildung dargestellt.

MIS-Zuordnung zu 3-SAT-Zuordnung
Eine stabile Menge, deren Kardinalitdt der Anzahl der Klauseln der 3-SAT Instanz
entspricht, kann in eine Losung des 3-SAT Problems transformiert werden. Es ist
aufgrund des Aufbaus des Graphen ausgeschlossen, dass zwei Literale derselben
Variablen mit unterschiedlichen Vorzeichen beide in der stabilen Menge enthalten
sind. Daher befindet sich in jeder Klausel mindestens ein Literal, dessen Zuordnung
wahr ist. Jeder Variable der Literale der Knoten in der stabilen Menge wird der
jeweilige Wert zugeordnet. Dann werden allen iibrigen Variablen der Wert falsch
oder wahr (bei positivem bzw. negiertem Vorkommen) zugewiesen. Die Transfor-
mation wird in Abbildung dargestellt. Folgende Beschreibung ist orientiert an
|GZET19] von Thomas Gabor, Sebastian Zielinski und weiteren aus dem Jahr 2019.
Selbst eine unvollstdndige MIS-Belegung kann jedoch als korrekte 3-SAT Lésung
interpretiert werden. Dabei wird als erstes jeder Variable der Literale der Knoten
in der stabilen Menge der jeweilige Wert zugeordnet. Dann werden allen iibrigen
Variablen der Wert falsch oder wahr (bei positivem bzw. negiertem Vorkommen)
zugewiesen. Nun kann es vorkommen, dass die MIS-Zuordnung zwar nicht korrekt
ist, aber die 3-SAT Belegung eine Losung darstellt. Ein Beispiel wird in Abbildung
aufgezeigt. Mithilfe eines Postprocessing Schrittes konnen jedoch auch weitere
MIS-Zuordnungen in eine korrekte 3-SAT Belegung umgewandelt werden. Dabei
wird fiir die Variablen in den noch inkorrekten Klauseln gepriift, ob sie einen an-
deren Wert annehmen konnen, ohne dass andere Klausel inkorrekt werden. Wird
ein solcher Fall gefunden, so erhélt die Variable einen anderen Wert. Das Konzept
wird in Abbildung préasentiert. Sollte die MIS-Zuordnung nicht korrekt sein, so
wird immer das erste im IS vorkommende Literal verwendet um der dazugehorigen
Variable einen Wert zuzuweisen. Sollten mehrere Literale einer Klausel im IS sein,
so werden diese einfach so umgewandelt. Es macht keinen Unterschied fiir die 3SAT
Instanz, da auch mehrere Literale einer Klausel den Wert wahr annehmen kénnen.

3-SAT-Zuordnung zu MIS-Zuordnung
Bei der Umwandlung in die entgegengesetzte Richtung wird das 3SAT Problem als
erstes in ein MIS Problem umgewandelt. Ein Knoten des MIS-Graphen wird nur
dann der stabilen Menge hinzugefiigt, wenn das korrespondierende Literal der 3SAT
Klausel den Wert 1 annimmt. Befinden sich in einer Klausel mehr als ein dem Wert
wahr zugeordneten Literal, so wird zufaellig eines ausgewaehlt, dessen Knoten im
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MIS Problem dann in die stabile Menge aufgenommen wird. Ein Beispiel wird in
Abbildung [2.6| beschrieben.

Abbildung 2.2.: Hier wird die Formel in einen MIS-Graphen umgewandelt.

Abbildung 2.3.: Eine maximale stabile Menge des Graphen bilden die griin eingeférbten
Knoten. Die Zuordnung kann direkt mit umgewandelt werden in Losung
L der Formelm: L={x1 < 0; xo  1; 23+ 0; x5 + 0; wg + 1}

2.4. Transformationsmethode zwischen 3-SAT und MILP

Mized Integer Linear Programs werden in eingefiihrt. In diesem Kapitel wird eine in-
tuitive Methode vorgestellt, ein 3-SAT Problem in ein MILP umzuwandeln. Eine Losung
eines 3-SAT Problems muss pro Klausel mindestens eine Variable besitzen, deren Wert
wahr ist. Formuliert man dies in bindrer Schreibweise so muss die Summe der Werte der
drei Literale einer Klausel grofier gleich 1 sein. Um nun ein lineares Programm zu formu-
lieren, werden die Variablen z; des 3-SAT Problems verwendet, um Nebenbedingungen
aufzustellen. Sei C' die Menge der Klauseln der 3-SAT Instanz, so muss fiir die Klausel
C; und x4, xp, . € C; gelten:
Tog+Tp+ T > 1

und
0<z<1

Werden alle Variablen auf Ganzzahlen beschrankt, so wird keine Zielfunktion zum Finden
einer Losung bendétigt. Jede Zuordnung, die die Nebenbedingungen erfillt, stellt eine
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Abbildung 2.4.: Eine stabile Menge des Graphen bilden die griin eingefirbten Knoten.
Durch die Interpretation wird auch der orange eingefarbte Knoten bei
der Umwandlung in eine 3SAT Belegung als wahr betrachtet.

Abbildung 2.5.: Eine stabile Menge des Graphen bilden die griin eingefirbten Knoten.
Durch das Postprocessing wird auch der orange eingefirbte Knoten bei
der Umwandlung in eine 3SAT Belegung als wahr betrachtet.

/ /

Abbildung 2.6.: Eine gefundene Losung L = {z1 + 1; a2 « 1; 23 < 0; x5 < 0; z¢ < 0}
wird in eine MIS-Losung umgewandelt. Da nun in der ersten und dritten
Klausel zwei Literale den Wert 1 besitzen wird jeweils ein dazugehoriger
Knoten aus der stabilen Menge entfernt. (hier orange eingeférbt)
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korrekte Belegung dar. Das dazugehorige MILP wird in [2.3] dargestellt.

(2.3)
0< o, <1

r1 integer

T, integer

Im praktischen Teil der Arbeit werden jedoch Ganzzahligkeitsbedingungen einiger Va-
riablen vernachlassigt. Diese werden dann nach Finden der optimalen Losung des MILP
gerundet. Eine Belegung, die die Nebenbedingungen dieses MILP erfiillt, ist also nicht
unbedingt eine Losung des 3-SAT Problems. Deswegen muss eine Zielfunktion gefunden
werden, mit der moglichst wahrscheinlich nach dem Losen und Runden der Variablen
ohne Ganzzahligkeitsbedingungen eine korrekte Belegung gefunden werden kann. Eine
geeignete Zielfunktion zu finden ist also von zentraler Bedeutung in diesem Verfahren.
Ein intuitiver Ansatz besteht darin, die Differenz der Anzahl der negierten und positiven
Vorkommnisse einer Variable in einer Formel als Preis dieser zu verwenden. Damit lasst
sich folgendes lineares Programm aufstellen:

min f= cari+ - +ecpzg
texts.t. -+ Hxo+ - FTp+ - 4T - >1

1< 2 <1 (2.4)

1< z, <1

r1 integer

x; integer

Kommt in einer Formel o; positive und g; negierte Literale derselben Variable x; vor, so
berechnet sich ¢; mit ¢; = g; — 0;. Die Intuition hinter diesem Ansatz ist die Annahme,
dass eine Variable in einer Losung wahrscheinlicher den Wert 1 bzw. 0 annimmt, wenn
sich mehr positive bzw. negierte Literale in einer Formel befinden. Ist die Differenz der
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Anzahlen positiv, so existieren mehr negierte als positive Variablen. Der Preis ist positiv
und der Zielwert somit besser, wenn die Variable den Wert 0 annimmt.

2.5. Hamming-Distanz

Die Hamming-Distanz ist eine Metrik fiir Bitstrings. Sie wurde von R. W. Hamming 1950
in [Ham50] préasentiert. Der Abstand zwischen zwei bindren Zeichenketten ist dabei die
Anzahl an unterschiedlichen Stellen der Kette. Abbildung [2.7] stellt das Konzept anhand

1101101

Hamming|Distanz
=3

1110111

Abbildung 2.7.: Da drei Stellen in den beiden bindren Zeichenketten unterschiedlich sind,
betragt die Hamming-Distanz 3.






3. Lineare Programmierung

Nur wenn 10%° Erden oder 10** Sonnen ganz gefiillt sind mit Computern,
wenn diese parallel und vom Urknall an bis die Sonne kalt wird rechnen, dann
ist die Antwort vielleicht ja. - George B. Dantzig

Das schrieb George Dantzig im April 1981 in seinem Artikel [Dan83] zur Einfithrung
der linearen Programmierung. Der Textausschnitt handelt vom benétigten Aufwand, die
beste Zuordnung von 70 Jobs und 70 Arbeitern zu finden. Das direkte Vergleichen jeder
Moglichkeit wiirde 70! Vergleiche nach sich ziehen und damit sehr viel Rechenzeit benoti-
gen. Dennoch wurde Ende der 1940er Jahre eine Methode entwickelt, mit der sich dieses
Problem in einer Sekunde auf einem damals modernen Computer 16sen lieff. Das von
George Dantzig entworfene und von vielen Wissenschaftlern weiterentwickelte Simplex-
Verfahren wird in diesem Kapitel beschrieben. Es ist eine effiziente Losungsmethode von
linearen Programmen. Letzere beschreiben mathematische Modelle. Dabei wird das Ma-
ximum (oder Minimum) einer linearen Zielfunktion in einer Menge gesucht, die durch
Nebenbedingungen eingeschréankt ist. Wenn nicht anders gekennzeichnet orientieren sich
folgende Kapitel an [PAN14]. Auch die Abbildungen sind inspiriert von [PAN14].

3.1. Mathematische Beschreibung

FEin lineares Programm mit n Variablen und m Nebenbedingungen kann beschrieben wer-
den durch eine Koeffizientenmatrix A € R"™*", einen Vektor der Variablen x = 1, .., 2,
und einen Kostenvektor ¢ € R". a;; mit i € n,j € m driickt dabei den Koeffizienten
der Reihe i und der Spalte j der Matrix A aus. Die Nebenbedingungen kénnen dabei
sowohl Ungleichungen als auch Gleichungen sein. Um mit dem Problem einfacher arbei-
ten zu konnen, wird festgelegt, die Nebenbedingungen als Gleichungen zu formulieren.
Es wird aulerdem die Nichtnegativitdt der Variablen verlangt. Damit kann das Problem
dargestellt werden als:

min f= cari+ e +cnn
s.t.  ajixit+ cee +a1nTn =b
as1x1+ e +a2nTn = by
(3.1)
am1T1+ o FampTn = by
il 2 0
Ty >0

11



3. Lineare Programmierung

Und kompakt mit den eingefiihrten Matrizen:

min f= 'z

s.t. Az =b (3.2)
x; >0 1€1,..,n

m<n

Es gibt viele equivalente Darstellungen desselben Problems. Alle kénnen in die Stan-
dardform umgeformt werden. Eine zu maximierende Zielfunktion beispielsweise f’' wird
umgewandelt in eine zu minimierende Zielfunktion f = — f’. Bei Ungleichungen werden
Slackvariablen eingefiihrt um sie in Gleichungen umzuwandeln.

e Beim Typ <’ werden diese zu der Nebenbedingung addiert.

¢ Beim Typ ">’ werden diese von der Nebenbedingung subtrahiert.
Damit wird eine Ungleichung o121 + ... + anz, < 5 zu der Gleichung ayx1 + ... + apxy, +
Tpy1 =P und aqxy + ... + apxy > B zu 1z + ... + ATy — Tpy1 = B

3.1.1. Geometrische Interpretation

Ein lineares Programm kann geometrisch interpretiert werden. Die Menge {(z,y) €
(R,R)|a1x + a2y < B} kann im euklidischen Raum als Menge aller sich unter und auf
der Ebene ajx + asy befindenden Punkte interpretiert werden. In mehreren Dimensionen
wird die Menge {z € R"|ayz1 + ... + apz, = §} eine Hyperebene genannt. Diese teilt den
n-dimensionalen Raum in zwei Halften. Deswegen wird die Menge x € R”, die x € R"
a1x1 + ... + a,r, < S auch Halbraum genannt. Die zuldssige Menge P des linearen Pro-
gramms kann also direkt als die Schnittmenge vieler Halbrdume interpretiert werden. Da
jeder Halbraum konvex ist, ist auch P konvex. Damit bildet P ein n-dimensionales konve-
xes Polyeder. Die geometrische Interpretation der Suche nach einer optimalen Losung des
linearen Programms ist die maximale Verschiebung der Hyperebene H = {x € R"|c’z}
entlang ihres Normalenvektors c¢. Die Berithrungspunkte der Hyperebene der Zielfunkti-
on und des Polyeders P sind die Losungen des linearen Programms. Lineare Programme
kann man fir n < 3 daher auch graphisch 16sen. Abbildungen und prasentieren
das Konzept. Folgendes lineare Programm aus [PAN14] wird als Beispiel verwendet:

max f= 0z;+ lao
s.t. laxi+ 4x9+ s =13
le1+ lzo+ S92 =5 (3.3)
2x1+ 3xo+ s3 =12

1,72 > 0

s1,82,83 > 0

12



3.1. Mathematische Beschreibung

X1-|-4X2 =13

0 1 2 3 4 ?\ E\ 7 8

Abbildung 3.1.: Eine graphische Darstellung des linearen Programms Die Hyper-
ebene H = {z € R"|c'z} (hier rot gekennzeichnet) wird entlang ihres
Normalenvektors ¢ maximal verschoben, bis sie das Polyeder des linearen
Programms nur mehr noch beriihrt.

2x1+ 319 = 12

$1+$2:5
0 1 2 3 4 5\ <\ 7 8

Abbildung 3.2.: Die Losung des LP sind dann die Beriihrpunkte der verschobenen
Zielfunktion und des Polyeders, also 1 = 0 und 2 = 3.25.

3.1.2. Tabellenform

Die Formulierung des linearen Programms [3.2] und das Beispiel [3.3] wird in eine Tabel-
lenform (Tabelle umgeformt.

Um nun eine Losung zu finden, wird das Gaufi’sche Eliminationsverfahren verwendet.
(siehe Tabelle Durch elementare Zeilenumformungen wird die Tabelle so lange um-
geformt bis eine m X m Einheitsmatrix enthalten ist. o, stellen die Koeffizienten dar, die
aus den Zeilenumformungen erhalten werden. Es wird angenommen, dass rankA = m.
Die Variablen, die in der Einheitsmatrix enthalten sind, nennt man Basisvariablen. Alle
anderen heiflen Nichtbasisvariablen. Die dazugehorigen Indexmengen werden B bzw N
genannt. Es gilt 4 € B und j € N. Alle Nichtbasisvariablen kénnen nun als Parameter
frei gewéhlt werden. Die Basisvariablen kénnen dann mit

T, = bg — Odjy Tjy — «r — Odjn—mxjnfm) mit d € {0, ..,m}

berechnet werden. Setzt man alle Nichtbasisvariablen nun auf 0 erhélt man die sogenannte
Basislosung ., = by.

13



3. Lineare Programmierung

1 e Tn RHS
aiy e a1p bo
am1 te Amn bm

Tabelle 3.1.: RHS bedeutet right-hand side (aus dem Englischen fiir rechte Seite). Da
m < n gilt, ist dieses Gleichungssystem unterbestimmt. Das heifit es gibt
entweder unendlich viele Losungen oder keine Losung.

T T9 s1 S9 S3 RHS
1 4 1 13
1 1 1 )

2 3 1 12

Tabelle 3.2.: Das Beispiel kann in einer Tabelle zusammengefasst werden.

3.2. Simplex

Es gibt zahlreiche Algorithmen zur Losung von linearen Programmen. Zwei herausragende
sind das Innere-Punkte-Verfahren und der Simplex-Algorithmus. Erstere Methode wurde
1984 von Karmakar ([Kar84]) entwickelt und hat eine Komplexitit von O(x3°log(1/€)).
€ driickt dabei die Genauigkeit der Losung aus. Der von George B. Dantzig entwickel-
te Simplex-Algorithmus ([DOWS55]) weist eine exponentielle Komplexitat auf ([KMT72]).
Jedoch konnten Spielman und Teng mithilfe ihrer entwickelte Smoothed Analysis zeigen,
dass der Simplexalgorithmus meistens nur eine polynomielle Laufzeit benétigt. ([ST01])
Durch die zahlreichen Verbesserungen in den letzten Jahrzehnten ist er meist zu dem
effizientesten Losungsverfahren geworden. Um eine Intuition fiir den Algorithmus zu ent-
wickeln, wird wieder die geometrische Perspektive verwendet. Der Simplexalgorithmus
bewegt sich dabei von einer Ecke des Polyeders zur nachsten. Die Ecken repréasentieren
die Basislosungen des Systems. Dabei geht er in eine Richtung, die den Zielwert optimiert.
Irgendwann wird damit der Optimalwert erreicht.

3.2.1. Simplextableau

Der Startpunkt des Algorithmus ist das Aufstellen des Simplextableaus. Dargestellt wird
dieses in Tabelle [3.4]

14



3.2. Simplex

Tiy Li e L, T e L RHS
1 0 ce 0 0141 ce Oljn—m b1
0 1 ce 0 0241 ce 025 —m bg
0 0 e 1 Omiy e O m b

Tabelle 3.3.: Tabelle lﬂ] wird hier nach Beenden des Gaufi’schen Eliminationsverfahren

dargestellt.

Th, Th, e Tb,, Ze, e Tenm f RHS
1 0 .. 0 01¢, o O1e, . by
0 1 e 0 0201 e O2cn_m b2
0 0 . 1 Ome, o Omen_. b

21 cee Zn, -1 0

Tabelle 3.4.: Die Tabelle wird um eine Zeile fiir den Kostenvektor und einer Spalte
mit dem Zielwert erweitert. Hierbei kann die Spalte f entfernt werden, da
sie sich wahrend des Simplexalgorithmus nicht &ndert.

3.2.2. Simplexverfahren

Der Algorithmus priift Basislosungen, die die jeweils vorherigen verbessern. Das wird
mit einem Pivotverfahren erreicht. Durch die Pivotauswahl wird ein negativer reduzierter
Preisen ausgewahlt. Die dazugehorige Spalte heifit Pivotspalte j. Das Minimum von (%
fir alle a;; > 0 in der Spalte j wird ermittelt um das Pivotelement a;; zu finden. Mit
elementaren Zeilenumformungen tritt nun die Variable z; in die Basis ein. Variable xy,

verldsst sie. Ein Beispiel des Verfahrens findet sich im Anhang

3.2.3. Uberarbeitung des Simplexverfahrens

Es gibt zahlreiche Faktoren, die gegen die naive Implementierung des Simplex sprechen.
Zwei davon sind die numerische Ungenauigkeit aufgrund Rundungsfehler und die Ineffizi-
enz. Beide Problem werden mit einem iiberarbeiteten Simplexalgorithmus gelost. Dabei
wird die Tableauform durch eine Darstellung mit Matrizen ersetzt. (siche Tabelle
Das ermoglicht auf der einen Seite mehr numerische Stabilitdt durch Neuberechnungen
nach einigen Iterationen. Auf der anderen Seite konnen Fortschritte in der numerischen
Analyse direkt zur Verbesserung der Effizienz genutzt werden. In Abbildung wird
Tabelle mit reduzierten Preisen z geschrieben und ersetzt damit die Simplextabelle
Es gilt
B = {jl, ,]m} und N =A4 \ B = {jm+1, ..,jn}
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3. Lineare Programmierung

B und N werden geichzeitig als Basismatrix und Nichtbasismatrix verwendet und A als
Koeffizientenmatrix:

B:{Ajl,..,Ajm} undN:A\B:{A~ ..,A]‘n}

Im+12

Um die Werte der Basisvariablen auszurechnen, wird Bxg + Nz y = b mit B~ multipli-
ziert:

zp+ B 'Nzy =B b

FEine Basislosung ist mit xn = 0 dann
zp=B""'b
Mit zg = B~ b — B~ Nz aus Tabelle Wird clT;:L’B + c%x]v — f=02zu
(ch —cEB'N)ey — f = —cEB™ b

Damit kann eine neue iiberarbeitete Simplextabelle eingefithrt werden. In Tabelle
finden sich dann Transformationen zwischen der normalen und iiberarbeiteten Simplex-
tabelle.

xL RHS
A b
T

Tabelle 3.5.: A beschreibt hierbei die anfingliche Koeffizientenmatrix, ¢ den Kostenvektor
und b die rechte Seite der Gleichungen.

zh zk RHS
B N b
5T

Tabelle 3.6.: B stellt in dieser Tabelle die Basis-Indexmenge und N die Nichtbasis-
Indexmenge dar. A beinhaltet alle Spaltenindizes der Koeffizientenmatrix. z
beschreibt die reduzierten Kosten.

zh zk RHS
I B7'N B~'b
ch —cEBIN —cEB~1b

Tabelle 3.7.: Die Abbildung stellt die neue iiberarbeitete Simplextabelle dar.
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3.2. Simplex

Erklarung Simplex Tabelle Uberarbeitete Simplex Tabelle
Kostengleichung 2k —cEB~1b
Pivotspalte aq B! aq
RHS b B~1b

Tabelle 3.8.: Fiir die Ausarbeitung des Algorithmus ist es sinnvoll noch einige weitere
Relationen der Variablen der beiden Tabellen darzustellen.

3.2.4. Uberarbeiteter Simplexalgorithmus

Zur Berechnung eines Pivotschrittes werden sehr wenig Elemente der Simplextabelle
wirklich gebraucht. Zur Auswahl der Pivotspalte geniigt es die Zeile der Kosten zu be-
trachten. Zur Auswahl des Pivotelements beinhaltet die Pivotspalte und die rechte Seite
geniigend Informationen. Im Gegensatz zum naiven Simplex Verfahren wird berechnen
nun also nur einen Teil der (m+1)(n+ 1) Elemente des Problems. Um die drei Elemente
der Tabelle M zu berechnen, ist eine Aktualisierung von B~! notwendig. Wurde eine
Pivotspalte ¢ und eine Pivotreihe p gefunden, so wird die Spalte aj, von B durch die
Pivotspalte a4 ersetzt.
B = (aju o Agip_15 Qg Ay g5 o ajm)

Es wird nun nach einer Matrix M gesucht, sodass gilt MB~'B = I.

MB™'B=M(B 'a;,,..,B 'a;,_,,B 'ag, B "aj,,,,..,B a;,)

= M(€jy, €5, 1,0q, iy s )
= (Mej,,..,Mej, ,,Mag, Mej,, .., Mej, )

!
=7

!
= May=c¢,

Es folgt der Aufbau der Matrix M. Der Wert —1/a,, , befindet sich dabei in der Reihe
und Spalte p.

1 —a14/apq

—Ap-1,4/0pgq
—1/ap,q

—Ap+1,4/Apg

—m,q/apq 1

Mit M kann B~! nun aktualisiert werden. Ein iiberarbeiteter Simplexalgorithmus
wird dargestellt, der die obigen Ergebnisse nutzt. Er ist die Grundlage von modernen
LP-Solvern und auch des kommerziellen Solvers Gurobi, der in dieser Arbeit verwendet
wird. Es gibt zahlreiche weitere mogliche Verbesserungen der Effizienz des Algorithmus.
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3. Lineare Programmierung

Das beinhaltet Fortschritte in der numerischen Analyse, aber auch beispielsweise besse-
re Pivotverfahren, die zu weniger Iterationen fithren. Viele theoretische und praktische
Weiterentwicklungen des Simplexalgorithmus préasentiert [PAN14] sehr ausfiihrlich.

Algorithmus 3.1 (Simplexalgorithmus)
Startpunkt: (B,N), B™1, xp = B~1b >0, f = cLap

1. Berechne zy = cy — NT'B Tep
Auswahl der Pivotspalte ¢ mit q¢ € argminjen(z;)
Berechne neue Pivotspalte a, mit B_laq
Wenn zy > 0 = Losung ist optimal
Wenn a;q < 0Vi = Problem ist ungebunden
Bestimme Schrittlinge o und Pivotreihe p mit
a= ZJT’; = min("zg\aiq >0;i€{l,..,m}
Setze T4 =
Wenn a > 0, aktualisiere xp mit v — aaq und f mit f + oz,
Aktualisiere B=1 mit (....)
Austausch von j, und q in (B,N)
Gehe zu Schritt 1

S v Lo

~ o~

3.3. Ganzzahlige Lineare Programmierung

Diese Sektion behandelt das Losen von linearen Programmen, dessen Variablen teilweise
an Ganzzahlbedingungen gebunden sind (auch MILP fir Mized Integer Linear Program-
ming). Um die mogliche Losungsverfahren von MILPs zu erklaren wird ein Beispiel (an-
gelehnt an ein Beispiel aus [PAN14]) verwendet.

Umsatzmaximierung der Tischproduktion: FEine Firma produziert Tische. Der Umsatz
soll mazximiert werden. Maschine 1 kann maximal 12 Minuten arbeiten, Maschine
2 mazximal 5 Minuten und Maschine 3 mazimal 3 Minuten. Maschine 1 bendtigt
2 Minuten zur Produktion eines Holztisches und 3 Minuten fiir einen Glastisch.
Maschine 2 bendtigt zur Herstellung beider Tische jeweils 1 Minute. Maschine 3
bendtigt fiir einen Glastisch 1 Minute. Maschine 3 kann ausschlieflich Glastische
produzieren. Ein Holztisch kann die Firma fiir 20 Euro verkaufen. Fir einen Glas-
tisch erhdlt sie 50 Euro.

Ein lineares Programm der Situation ldsst sich aufstellen.

max f= 20x; +50x9

s.t. 2x +3x <12
! 2= (3.4)

1xq +1xzo <5

I S 3

integer x1,x2 >0

21 und xo driicken dabei die Anzahl an Holz- bzw. Glastischen aus, die verkauft werden.
Eine grafische Darstellung der Situation prasentiert Abbildung
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3.3. Ganzzahlige Lineare Programmierung

~

e N

‘\\23@1 + 319 = 12

0 1 2 3 4 N 6 7 8 =~

Abbildung 3.3.: Graphische Représentation des linearen Programmes

3.3.1. Branch and Bound

Der Losungsansatz des Branch and Bound (englisch fir Verzweigen und FEinschrinken)
versucht durch Verzweigung und Einschriankung des Problems die Lésung eines MILP
zu finden. Erstmals zur Losungsfindung eines MILP formuliert wurde es 1960 von Land
und Doig (JLD60]). Das Verfahren beginnt mit der Lésung der LP-Relaxierung des Pro-
gramms. In einem Verzweigungs-Schritt werden dann zwei neue Knoten erstellt, deren
Losungsmenge beschrankt ist. Die LP-Relaxierung eines neu ausgewéhlten Knoten wird
wieder gelost, und die Menge der Knoten eingeschrankt. Im Folgenden werden die wich-
tigsten Schritte genauer erldutert. Grafik[3.4] veranschaulicht das Prinzip und Algorithmus
beschreibt das Verfahren dann kompakt.

Knotenauswahl

In der Knotenauswahl gibt es zwei mafigebliche Verfahren: tiefenorientiert und brei-
tenorientiert. Die Tiefenorientierung wird zum schnellen Finden einer Losung ge-
nutzt. Wenn der aktuelle Knoten nicht verworfen wird, wéhlt der Algorithmus im
néchsten Schritt einen der von ihm verzweigten Knoten. Daher geht der Algorith-
mus in jedem Ast in die Tiefe, bis er entweder eine Losung findet oder der Ast
verworfen wird. Die Breitenorientierung wird verwendet um sehr gute zuléssige Lo-
sungen zu finden. Dabei wihlt der Algorithmus immer den Knoten aus, der den
besten Zielwert hat. Damit sucht der Algorithmus bildlich gesprochen als erstes in
der Breite. Im praktischen Teil verwenden wir die Standardeinstellung Gurobis, die
Vorteile beider Varianten verkniipft.

Einschrankung / Bound
Nachdem die LP-Relaxierung des ausgewéhlten Knoten gelost wurde, wird der Kno-
ten aus der Knotenmenge entfernt. Sollte die Losung der LP-Relaxierung gleichzeitig
eine Losung des MILP sein, so wird die Losung die aktuelle des MILP, wenn der
Zielwert besser ist als der bisherige. Ist das nicht der Fall, wird der Knoten aus der
Knotenmenge entfernt. Gleiches passiert bei unzuléssigen LP-Relaxierungen.

Verzweigung / Branch
Bei der Verzweigung eines Knotens wird die Losung [ dessen LP-Relaxierung zu-
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3. Lineare Programmierung

grunde gelegt. Es wird ein Variable x; ausgewéhlt, deren Ganzzahlbedingung un-
erfiillt ist. Zwei neue Knoten werden erstellt. Der eine erhélt die zusédtzliche Ne-
benbedingung x; > [l;], der andere x; < |[;] um die nicht-ganzzahlige Losung der
Variable in der néchsten LP-Relaxierung auszuschlielen.

0

Abbildung 3.4.: Der Algorithmus teilt die Losungsmenge der LP-Relaxierung bei jeder

Verzweigung in drei Teile. Dies geschieht durch zwei Hyperebene die
senkrecht zur Achse der ausgewédhlten Variable verlaufen. Die dufleren
zwei Raume bilden die jeweiligen Losungsrdaume der zwei neuen Knoten.

Hier wird das Beispiel dargestellt.

Algorithmus 3.2 (Branch and Bound)
Der Algorithmus berechnet die Losung eines MILP.

20
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v

(Bound) Relaxiere das Programm und lése das LP. Der Losungsvektor wird mit 1
bezeichnet. Der Zielwert fp:n gibt eine untere Schranke fiir optimalen Zielwert fop:
des MILP an. Setze fopt = 00. Das MILP kann keinen besseren Zielwert annehmen
als seine LP-Relaxierung.
Wenn alle Ganzzahligkeitsbedingungen erfillt sind, stoppe. Es liegt eine optimale
Lésung | mit Zielwert fopi < fmin fiir das MILP vor.
(Branch) Wihle eine Variable x; aus, deren Ganzzahligkeitsbedingung unerfillt ist.
Erstelle zwei Knoten, deren Nebenbedingungen um xz; > [l;] bzw. x; < |l;] erweitert
werden.
Wihle einen Knoten aus dem Suchbaum.
Optimiere die LP-Relazrierung des Knotens.
(Bound)

o Wenn der Zielwert f > fopi, losche den Knoten.

o Wenn der Zielwert f < fopt, aktualisiere fopt < f und losche den Knoten.

o Wenn LP Relaxation unldsbar, lésche den Knoten.
(Branch) Wenn der Knoten nicht verworfen wurde, verzweige. Wihle eine Variable
x; aus, deren Ganzzahligkeitsbedingung unerfillt ist. Erstelle zwei Knoten deren
MILP um jeweils eine Nebenbedingung erweitert ist. Einmal z; > [l;] und das
andere Mal z; < [l;].
Wenn der Suchbaum nicht leer ist, gehe zu Schritt 4.



3.3. Ganzzahlige Lineare Programmierung

3.3.2. Schnittebenenverfahren

Wie beim Branch and Bound Algorithmus ist auch das Ziel beim Schnittebenenverfahren
nicht-ganzzahlige Losungen ohne ganzzahlige aus der Losungsmenge eines MILP her-
auszuschneiden. Dabei wird versucht, die Ecken des Polyeders der LP-Relaxierung mit
Hyperebenen abzuschneiden. Das Ziel dieses Verfahrens ist das Anndhern an den Polyeder
des MILP Problems, um die optimale Lésung dessen zu finden. Eine grafische Darstellung
findet sich in der Abbildung Dabei gibt es fiir jedes MILP giiltige Schnittebenenverfahren
und problemspezifische, die die spezielle Struktur des Problems ausnutzen. Beispiele fiir
erstere sind: Gomory mized integer cuts (auch GMI) ([Gom60)), Mized integer rounding
cuts (auch MIR) ([IMWO1]) und Disjunctive cuts ([Bal79]). Der Zusammenhang zwischen
den letzten zwei im Kontext der 0-1-Programmierung (Variablen kénnen aussschlielich
0 oder 1 annehmen)- die in dieser Arbeit relevant sein wird- kann in [BP03] nachgelesen
werden.

Das Problem des Handelsreisenden(auch TSP), bei dem der kiirzeste Weg zwischen Stad-
ten gesucht wird, konnte mithilfe von problemspezifischen Schnittebenen in einem Branch
and Cut Verfahren (siehe Kapitel Ende der 90er Jahre sehr viel schneller gelost
werden. ([PR89]) Nachdem 1987 zuvor die maximale Groe des TSPs 666 Stadte betrug,
konnten Padberg et al. ein Problem mit 2392 Stadten l6sen. 1994 konnten Applegate et al.
die Losung eines TSP mit 7397 finden und nur 4 Jahre spéater wurde bereits die kiirzeste
Strecke zwischen 13509 Stédten in den USA gefunden. (Jmis]) Fiir eine genauere und um-
fangreichere Beschreibung von Schnittebenen wird [MMWWO02] und [PAN14] empfohlen.
Das Schnittebenenverfahren wird in Abbildung beispielhaft dargestellt. Die Methode
ist zwar zur Beschrankung der Losungsmenge (siehe Sektion sehr sinnvoll, ist aber
sehr ineffizient in der Suche nach einer Losung eines MILP. Auch ist die Terminiertheit
nicht bei jedem Verfahren gegeben.

™ $1+$2:5
"*~\\ Xo— 3
z ° \‘~\\—2$1 — dxy = —17
T ~~e 22 + 3y = 12
1 . . ‘\\ -----

0 1 3 4 \ 6 7 8

Abbildung 3.5.: Ein optimales Schnittebenenverfahren wiirde nach dem ersten Durchgang
des Branch and Bound Algorithmus (siehe Abbildung die zuléssige
Losungsmenge der LP-Relaxierung des Knotens mit z; > 2 (grau ein-
gefirbt) so beschranken, dass die Loungsmenge der LP-Relaxierung der
konvexen Hiille der Losungsmenge des MILPs (in orange) des Knotens
entspricht.
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3. Lineare Programmierung

3.3.3. Branch and Cut

Um den Branch and Bound Algorithmus effizienter zu machen, wird in modernen Sol-
vern bei jedem Losen der LP-Relaxierungen ein Schnittebenenverfahren benutzt. Das
verschirft die LP-Relaxierung. Das Verfahren wird Branch and Cut genannt. Die ge-
wonnene Zeit um das MILP damit 16sen zu kénnen, muss dabei kleiner sein als die zur
Erstellung der Schnittebene bendtigte. Auch der MILP-Solver Gurobi arbeitet mit dieser
Methode.
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4. Quantum Annealing

Annealing im Namen Quantum Annealing ist an Classical Annealing angelehnt. Beim so-
genannten Glithen werden Materialien mit sehr hoher Temperatur (also Energie) langsam
abgekiihlt um eine gewisse Eigenschaft (zum Beispiel erhohte Widerstandsfihigkeit) zu
erreichen. ([Whi99]) Beim Quantum Annealing besteht der Abkiihlungsschritt des Classi-
cal Annealing in der Anderung des Energiespektrums des quantenmechanischen Systems.
Das Kapitel orientiert sich an den Arbeiten [KN98|, [FGGS00], [BAST13| und [ALIS]. Es
startet mit einer Beschreibung des Konzeptes, dann mit den Bausteinen (Qubits) eines
Quantum Annealers und deren Zusammenspiel. Ein Modell zur mathematischen Beschrei-
bung wird in Sektion 4 eingefiihrt und eine neue Darstellung in Sektion 5. Fortgefahren
wird mit einem Kapitel iiber Minor Embedding und einer Sektion iiber den Unterschied
des klassischen und quantenmechanischen Algorithmus. Das Kapitel wird beendet mit
dem fiir die Arbeit wichtigen Reverse Annealing (eine Art des Quantum Annealing mit
Anfangszustanden).

4.1. Beschreibung

Ein wichtiges Theorem zur Beschreibung zeitabhéngiger Systeme ist das adiabatische
Theorem (Definition der Quantenmechanik. Es wurde 1928 von Born und Fock be-
wiesen fiir Systeme, deren Hamiltonoperator nicht entartet ist. 1950 folgte dann die all-
gemeine Formulierung von Tosio Kato. ([Kat50])

Definition 4.1 (Adiabatisches Theorem der Quantenmechanik) Sei H(t) ein zeit-
abhdngiger Hamiltonoperator. Das System ist dabei im Grundzustand E?O zur Zeit t = ty.
Andert man nun den Hamiltonoperator geniigend langsam, so befindet sich das System
zur Zeit t1 trotz des neuen Energieoperators im Grundzustand E?l.

Mithilfe des adiabatischen Theorems der Quantenmechanik ist es moglich, Optimierungs-
probleme zu l6sen. (adiabatisches Quantum Computing)

Definition 4.2 (Adiabatisches Quantum Computing / Quantum Annealing) Sei
H,, der Energieoperator dessen Grundzustand der Losung des zu optimierenden Problems
entspricht und sei Hy ein Hamiltonoperator eines einfachen physikalischen Systems. Die
Zeit am Ende der Durchfiihrung seit = T. Es seien zusdtzlich A(s) und B(s) kontinuier-
liche Funktionen, die Annealing Schedule genannt werden und es gelte A(0) > 0, B(1) > 0
A(1) = 0,B(0) = 0 und s(t) = %. Dann gilt wenn die Anderung von OB(s) und DA(s)
geniigend klein ist, dass das System mit dem Hamiltonoperator

H(s) = A(s)Ho + B(s)H, (4.1)

bei s = 1 im Grundzustand ist. Da H(1) = B(1)H), gilt, kann der Grundzustand vom
System direkt als Losung des zu optimierenden Problems tbersetzt werden.
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4. Quantum Annealing

Zur Implementation des Konzeptes wird in Quantencomputern der Firma Dwave-
Systems das Ising-Modell verwendet. (vgl. Kapitel oder [dwa2ll]) H), entspricht dem
Hamiltonoperator des Isingproblems:

Hp = HIsz"rLg = Z hio; + Z Ji,jaiaj (42)
i=1 i<j

Hy definiert man als Energieoperator eines physikalisch einfach zu initiierenden Systems
mithilfe eines transversalen magnetischen Feldes:

N
Hy = Hipans = Zai (43)
=1

Bei sehr tiefen Temperaturen nimmt das System mit dem Hamiltonoperator Hypqns den
Grundzustand an, der einer Superposition aller 2 méglicher Basiszustéinden entspricht.
Misst man nun an der Zeit t = T mit geniigend groem T den Zustand des Systems -
also die Richtung der Spins der Elemente - stellen die Spinwerte die Losung des Problems
dar. Fiir eine genauere Beschreibung der Implementierung einzelner Qubits (Kapitel
wird auf [JAGT11] verwiesen.

4.2. Quanten Bits

Dieses Kapitel und Kapitel orientiert sich an [Riell]. Ein Quantenbit |b) ist eine
Superposition zweier Basiszustdnde 81 und [s:

|b) = a1|B1) + a2 |F2)

Die Dynamik der Zustédnde werden durch die Schrodingergleichung beschrieben und be-
finden sich in einem Hilbertraum. Aufgrund Gleichung [B.6 gilt

lof] + |a3| =1

Der Spin eines Elektron ist ein Beispiel fiir ein Quanten Bit. Er kann positiv oder negativ
sein, hat also zwei Basiszustédnde. Diese werden beschrieben durch

1
jspins) = [0) = ( )
0
jspin_) = |1) = (0)
1

FEin Qubit ist damit ein quantenmechanisches Analog zum klassischen Bit und kann als
Speichereinheit und somit Recheneinheit genutzt werden fiir Quantencomputer. Es exis-
tieren auch Zustédnde, die sich in einer Superposition aus n Basiszustdnden befinden -
sogenannte Qudits. Nach [Riell] konnen diese jedoch immer mit mehreren Qubits mo-
delliert werden. Daher werden meist nur Quantenbits verwendet.

und
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4.3. Systeme mit mehreren Qubits

4.3. Systeme mit mehreren Qubits

In Systemen der klassischen Physik kénnen n Elemente eines 2-dimensionalen Vektor-
raums aufgrund der direkten Summe der Vektorrdume in einem 2n-dimensionalen Vek-
torraum beschrieben werden. In quantenmechanischen System gilt dies jedoch nicht. Hier
interagieren n Quantenbits mit einem Tensorprodukt iiber deren Hilbertrdume, daher
muss das System in einem 2"-dimensionalen Vektorraum V' beschrieben werden. Wie in
[Riell] wird eine kompakte Schreibweise verwendet:

{10y, ,® ... ®]0); ®]0), {]00...00),
0),_1® ... ®[0); ®1), 00...01) ,
D, 1® ... @) 1)} 111...11)}

Die Dimensionalitdt 2™ von V ist verantwortlich dafiir, dass vor allem Richard Feyn-
man und Yuri Manin ([Riell]) in den 1980er Jahren begannen zu vermuten man kon-
ne mit einem Quantencomputer schnellere Operationen als mit klassischen Computern
durchfithren. Ein Beispiel dafiir ist ein im Jahr 1985 erschienener Artikel Feynmans iiber
Quantencomputer. ([Fey85])

4.4. Das Ising-Modell

Das Kapitel ist angelehnt an [Cip87]. Das Ising-Modell ist ein Konzept um den Magne-
tismus in Festkorpern besser beschreiben zu kénnen. Ernst Ising beschrieb das Modell
erstmals 1925 in [Isi25]. Ein 2-dimensionales Gitter wird als Vereinfachung eines Mate-
rials gewahlt. Nun repréasentiert jeder Knoten dieses Gitters ein Element, dessen Wert
+1 annehmen kann. Physikalisch beschreibt dieser Wert den Spin des Teilchens und da-
mit das magnetische Moment ("magnetisch anziehend oder abstofiend"). Die Energie des
Systems kann dann durch den Hamiltonoperator Hyging wie folgt dargestellt werden:

HIsing = Z h;o; + Z Ji,jUin (4.5)
i=1 i<j

o; und o; beschreiben die Spinoperatoren, dessen Eigenwerte s; und s; die Werte des
Spins der Elemente ¢ und j charakterisieren. h; kennzeichnet die Stédrke des externen
Magnetfelds. J; ; stellt die Kopplungkonstante dar. Dieser Wert gibt an, inwieweit sich
die Spins s;,s; zweier Elemente ¢,j beeinflussen. Beide Parameter h; und J; ; kénnen
mit einer entsprechenden Vorrichtung von auflen variiert werden. Dabei kann Gleichung
auch durch die Eigenwerte s; der Operatoren o; als Hamiltonfunktion beschrieben
werden:

H{sing = Z h;s; + Z JiVjSiSj (4.6)
=1

1<j
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4. Quantum Annealing

Die Spins der Elemente konnen aufgrund ihrer 2-Dimensionalitit als Quanten Bits auf-
gefasst werden. Aufgrund thermischer Fluktuationen beschreibt das Modell die Energie
eines Systems nur bei sehr tiefen Temperaturen. Daher operiert der Quantencomputer
Advantage der Firma D-Wave Systems beispielsweise mit einer Temperatur von unter
15mK.

4.5. QUBO Darstellung

Die folgenden drei Kapitel orientieren sich an |dwa2l]. Um die Verwendung des Ising-
Modells der klassischen Informatik anzupassen wird nach einer binidren Formulierung von
Gleichung gesucht. Um das zu erreichen, werden die Spinvariablen zu neuen Variablen
transformiert:

_1+S¢

T mit Vis; € —1,1,z; € 0,1 (4.7)

Die Minimierung der Funktion H C];U BO = 2T Qx mit z € 0,1 wird dann QUBO genannt.
(QUBO steht fiir 'Quadratic unconstrained binary optimization’)

Theorem 4.3 Die Hamiltonfunktion eines Ising-Modells H{Smg =i hisi—l-ZKj Ji jsisj

mit s; € —1,1 kann ausgedriickt werden als QUBO-Funktion der Form HéUBO =2TQx
mit x; € 0,1:

H{smg = Z his; + Z Ji’jsisj
i i<j
= Z hl(QCCZ — 1) + Z Ji,j(zri — 1)(21‘] — 1)
i i<j
= QZ h;x; + Z Ji’j(4:cixj —2x; — 2z + 1) — Zhi
i i<j i
i<j
Hiypo = Y Qijriv; = 2" Qx
i<j

Anmerkung 4.4 Nach [Chol0] entspricht die Formulierung eines MIS Problems
(vgl. direkt seiner QUBO Funktion. Somit kann eine MIS Zuordnung direkt als Zu-
ordnung der Variablen des QUBO des Problems aufgefasst werden.

4.6. Minor Embedding

Theoretisch kann ein Element des Ising-Modell mit allen vorkommenden Elementen ge-
koppelt sein. Praktisch jedoch weist die Komplexitidt der physischen Implementierung
Grenzen auf. Der Quantencomputer Advantage 4.1 der Firma D-Wave Systems - mit
dem in dieser Arbeit gearbeitet wird - benutzt einen Pegasusgraphen als Struktur zur
Kopplung. Jedes Qubit ist mit 15 weiteren gekoppelt. Da in unserem Problem jedoch
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4.7. Simulated Annealing und der Tunneleffekt

eventuell mehr als 16 Quanten Bits miteinander verbunden sein miissen (vgl. , wird
vor dem tatsédchlichen Losen des Problems mithilfe des Quantencomputers ein Prozess na-
mens Minor Embedding durchgefithrt. Es wird dabei versucht, die Qubits, deren Knoten
mehr als 15 Kanten zu anderen in unserem MIS besitzen, auf mehrere Qubits zu ver-
teilen. Dabei besitzen die Kanten hohe negative Gewichte. Da eine Energieminimierung
stattfindet, ist es sehr wahrscheinlich, dass alle dieser Qubits denselben Wert annehmen.
Ein Darstellung findet sich in Abbildung

4.7. Simulated Annealing und der Tunneleffekt

Ein dem Quantum Annealing dhnlicher klassischer Algorithmus existiert unter dem Na-
men Simulated Annealing. Simulated Annealing ist ein heuristisches, an die statistische
Mechanik der Physik angelehntes Optimierungsverfahren. (vgl. [KGV83]) Der Algorith-
mus kann folgendermafien formuliert werden:

Algorithmus 4.5 (Simulated Annealing) Beginne mit einer Temperatur T und einer
Belegung des Problems.
1. Senke die Temperatur T um einen gewissen Wert. Wenn T = 0 beende den Algo-
rithmus.
2. Verdndere die Belegung des Problems um einen kleinen zufdlligen Wert
3. Wenn fiir die Differenz der Energien gilt AE <0, gehe zu Schritt 1 und wiederhole
den Vorgang mit der neuen Belegung
4. Wenn AE > 0, dibernehme die Belegung mit der Wahrscheinlichkeit exp(f]i—?) und
gehe zu Schritt 1

Im Gegensatz zum quantenmechanischen Verfahren, kann jedoch jedes Bit nur einen Zu-
stand annehmen. Das resultiert in einem weit l&ngeren und unwahrscheinlicheren Weg aus
lokalen zu globalen Minima fiir das Simulated Annealing, da dieses die Maxima des Pro-
blems passieren muss. Ein System aus Qubits kann jedoch durch Superposition mehrere
Zustande gleichzeitig darstellen. (vgl. Kapitel Da Quantum Annealing damit prak-
tisch Barrieren ohne Aufwand tiberwinden kann, nennt man dieses Phdnomen auch den
Tunneleffekt. Grafisch wird der Unterschied zwischen Simulated Annealing und Quantum
Annealing in Abbildung [4.2] dargestellt.

Minor

Embedding

Abbildung 4.1.: Graphische Représentation eines Minor Embedding. Jeder kann in diesem
Beispiel maximal 2 Verbindungen besitzen. Der Knoten in der oberen
Ecke wird deshalb auf zwei Knoten verteilt. Die blaue Kante zwischen
den neuen blauen Knoten besitzt ein stark negatives Gewicht. (inspiriert
von [dwa21])
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4. Quantum Annealing

A

Energie

Simulated
Annealing

Abbildung 4.2.: Obwohl die Aufenthaltswahrscheinlichkeit (hier mit der Intensitdt des
blauen Punktes gekennzeichnet) des Teilchens zu dem betrachteten Zeit-
punkt in dem lokalen Minimum links hoher ist, kann das Teilchen auch
in dem globalen Minimum rechts gemessen werden. Daher kann ein
quantenmechanisches System aufgrund der physikalischen Eigenschaften
durch eine Potentialbarriere tunneln. (Inspiration von [dwa21])

4.8. Reverse Annealing

Reverse Annealing ist Quantum Annealing sehr &hnlich. Normalerweise wird s der Formel
jedoch von 0 zu 1 erhéht. Nun gilt bei ¢ = 0 jedoch s = 1, um bis ¢ty auf einen
bestimmten Annealing Bruchteil s = f in Richtung 0 abzusteigen. Nach einer Pause
steigt s dann wieder auf 1. Am Anfang gilt daher:

H(s) =B(s=1)H, mit s(t=0) =1
Nach beispielsweise £y = 5us gilt dann:
H(s)=A(s = f)Ho+ B(s = f)H, mit s(t =ty) = f

und bei t = T dann:
H(s)=B(s=1)Hpymit s(t=T) =1

Der Vorteil des Reverse Annealing ist, dass klassisch gute Losungen als Zustédnde der
Qubits bei t = 0 initiiert werden kénnen. Dann findet durch Reverse Annealing eine loka-
le Suche statt, deren Weite durch den Annealing Bruchteil f festgelegt wird. Initiiert man
das System beispielsweise im Zustand des linken Minimum von Abbildung so kann
- wenn f grofl genug gewahlt wird- mithilfe des Reverse Annealing das rechte, globale
Minimum gefunden werden. In Abbildung wird ein typischer Reverse Annealing Sche-
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4.8. Reverse Annealing

dule dargestellt. Fiir detailliertere Informationen zu Reverse Annealing wird auf |[dwa21]
oder [ONLIS| verwiesen.

1

Annealing
Bruchteil s

0.5

0 5 10 15 20 25 30
Zeit t (us)

Abbildung 4.3.: Ein Annealing Schedule wird dargestellt bei dem der Annealing Bruchteil
s innerhalb 4us auf s = f = 0.5 absteigt. Dann findet eine Pause von

2248 statt, nach der s innerhalb von 4us wieder auf s = 1 steigt. (Grafik
inspiriert von [dwa21])
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5. Methodik

In diesem Kapitel wird auf den eigentlichen Versuch der Arbeit eingegangen. Ziel der Ar-
beit ist ein Verfahren zu evaluieren, mit dem 3SAT Probleme kiinftig eventuell schneller
gelost werden konnen als mit klassischen Methoden bisher. Dabei wird Reverse Annealing
verwendet. Der Versuch besteht aus grundsétzlich 3 Teilversuchen. Beim ersten wird ver-
sucht mit einem Branch and Cut-Verfahren gute Anfangszustinde fiir die mit kleinen
3SAT Problem assoziierten MILP Probleme fiir das Reverse Annealing zu erhalten. Diese
werden mit einem fiir das 3SAT Problem assoziierte MIS-Problem optimalem Anfangs-
zustand und einem zufélligen Anfangszustand verglichen. Der zweite Versuch priift die
Skalierbarkeit des Verfahrens mit grofleren 3SAT Instanzen. Der dritte Teil vergleicht
die benétigte Zeit fiir dieses Verfahren mit der Losungszeit eines 3SAT-Problems mit
einem SAT-Solver. Darauf folgt je ein Kapitel iber den verwendeten MILP-Solver und
Quantencomputer.

5.1. Vergleich der Qualitit der generierten Anfangszustande fiir
das Reverse Annealing

Die 3SAT-Probleme werden in MILP Instanzen nach umgewandelt. Da zahlreiche
Kombinationen getestet werden, folgt eine Liste der durchgefiihrten Schritte.

Erstellung der 3SAT Instanzen
Es werden 50 schwere 3SAT-Instanzen mit 15 Variablen und 61 Klauseln erstellt.
(Klausel-zu-Variablen Verhéltnis ~ 4.06) Die Konstruierung erfolgt "unforced’. (vgl.
Anmerkung Ausschliefflich erfiillbare Instanzen werden verwendet. Diese Infor-
mation wird dem Solver jedoch nicht mitgeteilt.

Umwandlung in MILP

Die Instanzen werden mit in ein MILP umgewandelt, bei dem 15, 14, 13 und
12 zufillig ausgewdhlte Variablen ihre Ganzzahligkeitsbedingung verlieren. Dabei
wird die intuitive, in Kapitel erwahnte Zielfunktion gewahlt. Es werden 10 In-
stanzen der Umwandlungen mit 14, 13 und 12 nicht-ganzzahligen Variablen und
eine mit 15 erstellt. Die Variablen ohne Bedingung zur Ganzzahligkeit werden nach
der Bestimmung der optimalen Losung durch den Branch&Cut Solver Gurobi (vgl.
Kapitel nach mathematischen Regeln gerundet.

Umwandlung in QUBO
Nachdem die 50 * (10 * 3 + 1) = 1550 MILP Loésungen berechnet wurden, folgt die
Umwandlung in eine MIS Zuordnung wie in Kapitel dargestellt. Auch die opti-
male Losungen der 50 3SAT Instanzen werden wie im Kapitel beschrieben in ein
MIS iibersetzt. Es werden zusétzlich 50 zu den 3SAT-Instanzen assoziierte zuféllige
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5. Methodik

MIS Zuordnungen erstellt. Durch Anmerkung 4.4/ kann eine MIS Zuordnung direkt
als eine QUBO Zuordnung aufgefasst werden.

Losen mit Advantage 4.1
Die erhaltenen (50 % (10 %3 + 1)) 4+ 50 + 50 = 1650 QUBO Zuordnungen werden
nun mithilfe des Reverse Annealings des Dwave Advantage 4.1 von Dwave Systems
gelost. Dabei muss zuvor ein Minor Embedding auf den Pegasusgraphen stattfinden
(vgl. Kapitel [4.6), das jedoch von Dwave selbst iibernommen wird. (vgl. [dwa21])
Es wird dann auf der einen Seite gepriift, welcher Anteil der Samples korrekten
3SAT Zuordnung entsprechen. Die Umwandlung erfolgt einmal mit und einmal oh-
ne Postprocessing Schritt. (vgl. Kapitel Auf der anderen Seite wird Korrektheit
der MIS-Zuordnung betrachtet. Bei Letzterem, also ohne Postprocessing oder Inter-
pretation wird auch der Hamming Abstand (vgl. Kapitel zur nachsten Losung
des MIS berechnet. Pro Durchgang mit Reverse Annealing werden 100 Samples
produziert. (vgl. Kapitel Nach jedem Messvorgang eines Sample wird der An-
fangszustand wieder auf den Anfangszustand gebracht. Der Annealing Schedule hat
eine Steigung an der absteigende und aufsteigenden Flanke von 0.3 Mikrosekunden
und ein Pause von 20 Mikrosekunden. Um die Losungslandschaft des 3SAT Pro-
blems genauer zu erkunden, werden 10 Annealing Faktoren (0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3,
0.35, 0.4, 0.45, 0.5, 0.6) getestet.
Da zwischen 0.5 und 0.6 eine starke Verdnderung stattfindet (vgl. Abbildung
werden auch hier noch einmal 8 weitere Annealing Faktoren (0.51, 0.52, 0.53, 0.54,
0.55, 0.56, 0.57, 0.58, 0.59) getestet. Aufgrund des Aufwands jedoch nur mit 14 und
13 relaxierten Variablen und der optimalen und zufélligen Zuordnung. Es wurden
nur die ersten 5 zufilligen Umwandlungen von 3SAT zu MILP verwendet.
Fiir den ersten Versuch wurden somit ((50%(10%3+1))+50+50)*100%10 = 1650000
Losungen des Annealers ausgewertet. Fiir den zweiten wurden ((50% (10%2)) +50+
50) %1005 = 550000 Samples erstellt. Es wurden daher insgesamt 2200000 Samples
ausgewertet.

5.2. Priifung der Skalierbarkeit

Um die Skalierbarkeit zu testen, wird das Verfahren von Teilversuch 1 (Kapitel mit
weniger Durchgiingen auf ein grofleres 3SAT Problem angewendet (40 Variablen, 168
Klauseln). Es werden 50 3SAT-Instanzen unforced erstellt. Dann werden die durch Re-
verse Annealing erhaltenenen Losungen optimaler und zufélliger QUBO Zuordnungen
mit denen durch die Umwandlung von 750 MILP Zuordnungen (jeweils 5 zuféllige Um-
wandlungen zum MILP mit 38, 37 und 36 relaxierte Variablen) erhaltener Zuordnungen
verglichen. Der Annealing Schedule ist identisch mit dem von Teilversuch 1. Die Sample
Anzahl betragt wieder 100. Es wurden die Annealing Faktoren 0.2, 0.4 und 0.6 getestet.
In diesem Teilversuch wurden 50(5 * 3) *« 100 * 3 = 225000 Losungen ausgewertet.

5.3. Vergleich der Losungszeiten eines 3SAT-Problems

In diesem Teilversuch wird die Effizienz der Methode getestet. Die Losungszeit des SAT-
Solvers Minisat wird mit dem in Teilversuch 1 beschriebenen statistischem Losungsansatz
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5.4. Gurobi 9.1

verglichen.

3SAT Testinstanzen
Es werden 2 grofie 3SAT-Instanzen (700 Variablen, 2800 Klauseln) aus einer Sat
Competition von 2003 verwendet. Um die bendtigte Zeit auch fiir kleinere Instan-
zen abschétzen zu kénnen, werden 10 Instanzen mit 100 Variablen und 420 Klauseln
und 10 Instanzen mit 300 Variablen und 1260 Klauseln 'unforced’ erstellt.

Losungszeit Minisat
Die Instanzen werden mit Minisat gelost und die benotigten Zeiten notiert.

Losungszeit des hybriden Ansatzes

Die gesamte Losungszeit des neuen hybriden Losungsansatzes berechnet sich aus
der Summe der Losungszeit des MILP, der benétigten Zeit zum Minor Embedding
und der Losungszeit eines Reverse Annealing Vorgangs. Hier wird die Dauer der
beiden letzten vernachlassigt. Das ist valide, da angenommen wird, dass die Lo-
sungszeit des MILPs weit grofer ist als die Zeit zur Suche eines Minor Embedding
oder der Samplingzeit des Reverse Annealing. Dazu kommen weitere Faktoren wie
Zugriffszeiten, die jedoch auch vernachléssigt werden. Quantum Annealing findet
mit dem verwendeten Annealing Schedule im Bereich 10755 statt. Auch wenn viele
Samples ausgewertet werden, hat das vor allem bei grolen 3SAT-Instanzen einen
sehr kleinen Anteil an der bendtigten Zeit des Algorithmus. Wie lange Minor Em-
bedding bei groflen 3SAT Instanzen dauert, muss noch quantitativ erforscht werden.
Die 3SAT Instanzen werden mit Gurobi geldst und die benétigte Zeit notiert. Es
werden bei jeder Anzahl relaxierter Variablen 10 zuféllige Umwandlungen in ein
MILP vorgenommen. (vgl. Kapitel Dabei werden bei der Instanz mit 700 Va-
riablen 680, 670, 660 und 650 Variablen relaxiert und bei den 3SAT Problemen
mit 300 Variablen werden 290, 280, 270, 260 und 250, bei den Problemen mit 100
Variablen 98, 96, 94, 92 und 90 Variablen relaxiert.

5.4. Gurobi 9.1

Die zum Zeitpunkt der Versuchsdurchfithrung aktuellste Version des Gurobi Solvers ist
ein Programm, das sowohl LPs als auch MILP sehr schnell 16sen kann. MILPs werden mit-
hilfe eines Branch and Cut-Algorithmus (vgl. Kapitel und anderen Erweiterungen
bewaltigt. Genauere Information zum Solver findet sich in [gur].

5.5. Dwave Advantage 4.1

Der Quantencomputer Advantage der Firma D-Wave Systems arbeitet mithilfe kleiner
Metallschleifen, die jeweils Qubits oder deren Verbindungen (auch Couplers genannt)
darstellen. Durch die geringe Temperatur bilden sie Strom und somit ein nach oben oder
nach unten gerichtetes Magnetfeld aus. |'| Die zum Zeitpunkt der Versuchsdurchfithrung
aktuellste Version des Quantencomputers Advantage 4.1 besitzt mehr als 5000 Qubits

'Fiir detaillierte Informationen wird [JAGT11] empfohlen. Der Artikel beschreibt die physikalischen
Hintergriinde genauer.
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5. Methodik

und 35000 Couplers. Wie in Kapitel |4.4] erwahnt besitzt der Computer eine Betriebstem-
peratur von unter 15mK. Als Verbindungsstruktur wird ein Pegasusgraph verwendet.
Fiir eine genauere Beschreibung wird auf [MF20] verwiesen.

34



6. Ergebnisse

Nach der Ausfiihrung der Teilversuche werden die Ergebnisse ausgewertet. Alle Daten
sind der Arbeit angehéngt. Standardabweichungen werden mithilfe der Formel aus
den jeweiligen Messwerten berechnet. (vgl. [DL12])

N =
5= 72:1}\? ° (6.1)

6.1. Vergleich der Qualitit der generierten Anfangszustande fiir
das Reverse Annealing

6.1.1. Beschreibung

Abbildung prasentiert die Ergebnisse des ersten Teilversuchs ohne Interpretation und
Postprocessing der MIS-Zuordnung. (vgl. erster Versuchsteil des Kapitels Es ist zu
erkennen, dass die optimale Zuordnung bis zum Annealing Bruchteil 0.25 sehr konstant
fast 100% korrekte MIS Belegungen liefert. Ab Annealing Bruchteil 0.3 fallt jedoch die
Rate der Losungen ab bis sie bei Annealing Bruchteil 0.5 ungefihr 0% erreicht. Dies gilt
auch fiir die Zuordnungen iiber das Losen und Runden des MILP. Diese haben konstan-
te Werte von 0.8%, 5.4% und 9.8% (fiir 14, 13 und 12 relaxierte Variablen), bis sie ab
Annealing Bruchteil 0.3 beginnen abzufallen. Fiir diese und der optimalen Messung ab
Annealing Bruchteil 0.3 ldsst sich eine grofle Standardabweichung s bis Annealing Bruch-
teil 0.45 erkennen. Grafik zeigt die Ergebnisse des ersten Teilversuchs (vgl. erster
Versuchsteil des Kapitels mit der Interpretation in eine 3SAT-Belegung. Der Verlauf
der optimalen Zuordnung féllt ab Annealing Bruchteil 0.3 ab, bis die Wahrscheinlichkeit
der Anteil korrekter 3SAT Zuordnungen bei Annealing Bruchteil 0.5 ungefdhr 0 betrégt.
Der Anteil korrekter Lésungen nach dem Reverse Annealing mithilfe der zufélligen Zuord-
nung und der Losung des entwickelten Verfahrens mit 15, 14, 13, 12 Variablen stagniert
von Annealing Bruchteil 0.1 bis 0.5 auf ungefahr 0, 0, 0.8, 5.4 und 10%. Bei Annealing
Bruchteil 0.6 verdndert sich jedoch die Prozentzahl korrekter Losungen bei allen Anzah-
len relaxierter Variablen des entwickelten Verfahrens. Ungefdhr 3% aller durch die vier
Arten des Verfahrens (Reverse Annealing mit der Losung eines MILP mit 15, 14, 13 oder
12 relaxierte Variablen) lassen sich als korrekte 3SAT-Belegungen interpretieren. 0% der
Samples des Reverse Annealing mit der optimalen oder zufélligen Zuordnung lassen sich
bei Annealing Bruchteil 0.6 als korrekte 3SAT-Belegungen interpretieren. Abbildung
préasentiert die Ergebnisse des ersten Teilversuchs - also des ersten Versuchteils des Kapi-
tels - mit Postprocessing nach der Interpretation in eine 3SAT-Belegung. Der Anteil
korrekter 3SAT-Belegungen der Samples des Reverse Annealing mit optimalem Anfangs-
zustand bleibt von Annealing Bruchteil 0.1 bis 0.45 auf fast 100%. Bei der Fraktion 0.5
sinkt dieser auf ungefihr 95% und fallt dann beim Bruchteil 0.6 auf 5.9%. Die Anteile
korrekter 3SAT-Zuordnungen des entwickelten Verfahrens mit 15, 14, 13 und 12 relaxier-
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ten Variablen und die der zufélligen Zuordnung bleiben von Annealing Bruchteil 0.1 bis
0.5 stagnieren auf ungefdhr 0, 1, 5.5, 10.4 und 0. Bei Annealing Bruchteil 0.6 ist der
Anteil korrekter 3SAT-Belegungen aller im Teilversuch getesteten Verfahren zur Auswahl
des Anfangszustandes des Reverse Annealing (zuféllig oder Losen des MILP mit 15, 14,
13 und 12 Variablen) ungefihr 3%. Um einen detaillierteren Einblick in die Losungs-
landschaft zu erreichen, werden alle Diagramme auf den Annealing Bruchteil Bereich von
0.51 bis 0.59 erweitert. Grafik beschreibt die Ergebnisse des zweiten Teils des ersten
Teilversuchs, also die Anteile korrekter MIS-Zuordnungen der Reverse Annealing Samples
zwischen Annealing Bruchteil 0.51 und 0.59. (vgl. Kapitel Es ist zu erkennen, dass der
Anteil korrekter MIS-Belegungen nach den Reverse Annealing Durchgidngen mit denen in
dem Versuch getesteten Varianten zum Finden eines guten Anfangzustands alle ungeféihr
0% der Samples darstellt. Abbildung 6.5 priisentiert die Ergebnisse des zweiten Teils des
ersten Teilversuchs mit der Interpretation der MIS-Zuordnung in eine 3SAT-Belegung.
(vgl. Kapitel Die Samples des Reverse Annealing mit einem optimalen bzw. zufél-
ligen Anfangszustand sind zu ungefihr 0% korrekte 3SAT-Belegungen. Die entwickelte
Methode mit 13 relaxierten Variablen besitzt einen Anteil korrekter 3SAT-Zuordnungen
von ungefahr 6% bei Annealing Bruchteil 0.51 und steigt dann langsam ungeféhr linear
ab bis bei Annealing Fraktion 0.59 ungefdhr 2.6% der Samples als 3SAT-Losung inter-
pretiert werden kann. 1.1% der Samples des Reverse Annealing mit dem Anfangszustand
der gelésten MILP mit 14 relaxierten Variablen bei Annealing Bruchteil 0.51 lassen sich
als korrekte 3SAT-Zuordnungen interpretieren. Der Anteil steigt an auf ungefihr 2.3%
bei Annealing Bruchteil 0.59. Grafik prasentiert die Ergebnisse des zweiten Teils des
ersten Teilversuchs mit einem Postprocessing Schritt nach der Interpretation der MIS-
Zuordnung in eine 3SAT-Belegung. (vgl. Kapitel Es ist zu erkennen, dass der Anteil
korrekt zu einer 3SAT-Belegung umgeformter Samples des Reverse Annealing des entwi-
ckelten Ansatzes mit 14 relaxierten Variablen und mit einem zufélligen Anfangszustand
von 1.1% bzw. 0.2% bei Annealing Bruchteil 0.51 auf ungefdhr 2.5% bei Annealing Bruch-
teil 0.59 ansteigt. Auch der Anteil korrekter 3SAT-Belegungen des entwickelten Verfahren
mit 13 relaxierten Variablen betrdgt bei Annealing Bruchteil 0.59 ungefdhr 2.5%. Jedoch
steigt dieser von Annealing Bruchteil 0.51 mit einem Anteil von 5.9% ab. Auch der Anteil
korrekter 3SAT-Belegungen der erhaltenen Samples des Reverse Annealing mit einem op-
timalen Anfangszustand steigt von Annealing Bruchteil 0.51 bis 0.59 ab. Bei Annealing
Fraktion 0.51 konnen ungefdhr 95% der Samples einer korrekten 3SAT-Belegung zuge-
ordnet werden. Bei Annealing Bruchteil 0.59 sind es nur mehr noch 12.7%. Grafiken [6.7]
und beschreiben die durchschnittlichen Hamming-Distanzen zwischen denen durch
das Reverse Annealing erhaltenen MIS-Zuordnungen und den néchsten fiir das Problem
optimalen MIS-Belegungen. Die durchschnittlichen Hamming-Distanzen stagnieren von
Annealing Bruchteil 0.1 bis 0.5. Es istr zu erkennen, dass die Samples des Reverse Anne-
aling mit dem zufélligen Anfangszustand eine Distanz von ungefdhr 85.6, die der Samples
des entwickelten Verfahrens mit 15, 14, 13 und 12 relaxierten Variablen ungefihr 84.3,
83.2, 80.5 und 77.1 und die des Reverse Annealing mit einem optimalen Anfangszustand
ungefihr 40 besitzt. Die Hamming-Distanz der MIS-Zuordnungen des Reverse Annealing
mit optimalen Anfangszustinden steigt von 40.6 bei Annealing Bruchteil 0.5 langsam auf
64.6 bei Annealing Bruchteil 0.6. Die Distanzen des entwickelten Verfahren mit 15, 14, 13
und 12 relaxierten Variablen steigen von Annealing Fraktion 0.5 bis 0.6 auf ungefahr 72.8,
74.2, 73.1 und 72.6 ab. Die durchschnittliche Hamming-Distanz der Samples des Reverse
Annealing mit einem zufélligen Startzustand sinkt von Annealing Bruchteil 0.5 bis 0.6 auf
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ungefihr 72.4 ab. Abbildungen [6.10 und [6.11 stellen dar, wieviele 3SAT-Instanzen
(bzw. MIS-Instanzen, falls die Zuordnung nicht als 3SAT-Belegung interpretiert wurde)
das Verfahren tatsichlich 16ste. Abbildung|6.9]stellt dabei dar, wieviele MIS-Probleme ge-
16st wurden und|[6.10/bzw. [6.11]wieviele 3SAT-Zuordnungen ohne bzw. mit Postprocessing.
Als erstes wird Grafik beschrieben. Hier wird erkannt, dass das Reverse Annealing
mit optimalem Anfangszustand 100% der Instanzen 16st von Annealing Bruchteil 0.1 bis
0.4. Ab Annealing Fraktion 0.45 fallt der Anteil ab, bis bei 0.6 keine der MIS-Probleme
mehr gelost werden. Die Verldaufe des zufélligen ANfangszustandes, und der entwickelten
MEthode mit 15, 14, 13 und 12 Variablen bleibt konstant auf den Prozentwerten 0, 0, 0.8,
5.3 und 10 von Annealing Bruchteil 0.1 bis 0.45. Dann sinken diese auf die Werte 0, 0, 0.4,
2 und 3.4 bei Annealing Fraktion 0.5 und bei 0.6 kann schliellich keines der Verfahren
mehr MIS-Probleme 16sen. In Abbildung wird erkannt, dass das Reverse Annealing
mit optimalem Anfangszustand denselben Verlauf, wie in dem letzten beschriebenen Dia-
gramm besitzt. Die Verldufe der entwickelten Methode mit 15, 14, 13 und 12 relaxierten
Variablen bleiben konstant von Annealing Bruchteil 0.1 bis ungefdhr 0.35 auf 0, 1, 5.4 und
10 Prozent und steigen dann langsam an. Bei Annealing Fraktion 0.5 erreichen sie Werte
von 2.0, 3.2, 7.2 und 12.8 Prozent und steigen bei Annealing Bruchteil 0.6 auf 52, 34.4,
37.6 und 40.4 Prozent. Das Reverse Annealing mit einem zufélligen Anfangszustand 16st
keine MIS-Instanz unabhingig des Annealing Bruchteils. In Grafik [6.11 ist der Verlauf
der entwickelten Methode nahezu identisch mit dem der entwickelten Methode der Abbil-
dung [6.10. Bis Annealing Bruchteil 0.45 bleibt er ungefidhr konstant und steigt dann bis
Bruchteil 0.6 an. Nun steigt jedoch die Losungsrate des Verfahrens mit einem zufélligen
Anfangszustand ab 0.5 auch an. Nachdem dieses im Bereich des Annealing Bruchteils 0.1
bis 0.45 keine 3SAT-Instanzen 16sen kann, werden ungefdhr 2% bei 0.5 und 48% der Pro-
bleme bei Annealing Fraktion 0.6 gelost. Die Standardabweichung aller Daten der zuvor
genannten Abbildungen ist meist sehr grof3.

6.1.2. Interpretation

Das Ergebnis des Reverse Annealing mit optimaler Zuordnung wird im Bereich der An-
nealing Bruchteile 0.35 und 0.6 stark durch die Anwendung des Postprocessing Schrittes
verbessert. Das wird deutlich im Vergleich der Abbildung mit Grafik erkannt.
Die Ergebnisse werden hingegen {iberhaupt nicht durch die Umwandlung in eine 3SAT
Belegung ohne Postprocessing verdndert. (vgl. Grafik und Desweiteren bleiben
die Hamming-Distanzen der optimalen Losung in von Annealing-Bruchteil 0.1 bis 0.5
gleich. Trotzdem sinkt der Bruchteil korrekter MIS Belegungen des Reverse Annealing
mit optimaler Zuordnung schon ab Annealing Bruchteil 0.3. Daher kann festgehalten wer-
den, dass die Ergebnisse des Reverse Annealing mit der optimalen MIS Belegung zwar
zwischen Annealing Bruchteil 0.3 und 0.5 durchschnittlich gleich nah an der néchsten Lo-
sung bleiben, sie aber immer weniger als korrekte 3SAT Zuordungen interpretiert werden
konnen. Es gibt mehrere Ursachen, die das hervorrufen kénnten. Eine Interpretation der
Ergebnisse wire, dass das Reverse Annealing mit optimaler Zuordnung dazu tendiert, IS
zu produzieren, die nicht maximal, aber korrekt sind. Dadurch wiirden wie zum Beispiel
in Abbildung[2.5|durch einen Postprocessing Schritt MIS Zuordnungen zu korrekten 3SAT
Losungen umgewandelt werden kénnen. Nur mit der in Kapitel beschriebenen Inter-
pretation wiirde die 3SAT Formel jedoch unerfiillt bleiben. Das Ergebnis der zufélligen
Zuordnung wird nur durch die Interpretation zu einer 3SAT Belegung stark verbessert.
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Auch das Resultat der entwickelten Methode wird nur durch die Interpretation als eine
3SAT-Zuordnung mafigeblich verbessert. Ein Postprocessing Schritt vergrofiert die durch-
schnittlichen korrekten 3SAT Belegungen nur minimal. Es kommt deswegen bei der reinen
Interpretation dazu, dass das Verfahren mit dem optimalen Anfangszustand nach dem
Reverse Annealing zwischen Annealing Bruchteil 0.5 und 0.6 sehr viel weniger korrekte
3SAT Zuordnungen besitzt als das Reverse Annealing Verfahren der entwickelten Metho-
de. Wie in der vorangegangenen Interpretation, gibt es Moglichkeiten die Beobachtung
zu erkléren. Da das Ergebnis der zufélligen Zuordnung und der der entwickelten Methode
stark durch die reine Interpretation verbessert wird und kaum durch den darauffolgenden
Postprocessing Schritt, lasst das die Interpretation zu, dass die MIS Zuordnung zu viele
Knoten besitzt. Das heifit in vielen Klauseln befinden sich mehr als ein Literal, dass in das
IS aufgenommen wurde. Daher ist das MIS zwar inkorrekt, bei der Interpretation wird die-
se dann aber in eine korrekte 3SAT Belegung transformiert. (vgl. Kapitel Daher kann
es entgegen der Intuition passieren, dass die Ergebnisse des Reverse Annealing mit der
optimalen Zuordnung zwischen den Annealing Bruchteilen 0.5 und 0.6 sehr viel schlech-
ter sind als die der entwickelten Methode. Es wird erkannt, dass je weniger Variablen
des entwickelten Verfahren relaxiert werden, desto besser das Ergebnis nach dem Reverse
Annealing ist. Das kann intuitiv erklart werden. Wenn mehr Variablen unserer Methode
eine Ganzzahligkeitsbedingung besitzen, so wird auch der durchschnittliche Abstand zur
korrekten Losung weniger. Das kann sehr gut in Abbildung erkannt werden. Dadurch
steigt auch die Wahrscheinlichkeit eine korrekte Losung des MIS oder der 3SAT Instanz zu
erhalten. (vgl. Diagramme Da das Problem schwer zu 16sen und komplex ist,
gibt es manche Kombinationen aus relaxierten Variablen und 3SAT Instanzen, mit denen
sehr hohe korrekte Werte nach dem Reverse Annealing erzielt werden und manche, deren
Ergebnisse sehr niedrig sind. Gleichzeitig gibt es aufgrund der Schwere des Problems und
damit der Komplexitiat der Losungslandschaft auch eine starke Abweichung beim Reverse
Annealing selber. Da es viele lokale niedrige Minima gibt, ist die Wahrscheinlichkeit hoch,
dass das heuristische Losungsverfahren in einem dieser stecken bleibt. Daher sind auch
die Abweichungen der Ergebnisse der Methode mit der optimalen Zuordnung grofi. Da die
Raten der korrekten Zuordnungen von Annealing Bruchteil 0.1 bis 0.35 bzw. 0.5 (ohne
bzw. mit Interpretation und Postprocessing) sind bei allen Varianten nahezu konstant
sind, kann angenommen werden, dass die Minima sehr weit auseinander liegen, und das
Verfahren des Reverse Annealing deswegen erst bei einem grofien Annealing Bruchteil
aus dem Minima heraus- bzw. hineinkommen kann. Einige Interpretationen werden nun
zu den Diagrammen der Anteile geloster MIS-/3SAT-Formeln (vgl. Diagramme
getroffen. Es wird erkannt, dass die Dynamik der verschiedenen Verldufe ungefahr
mit dem der normalen Diagramme {ibereinstimmt. Die optimale Zuordnung wird nur
durch den Postprocessing Schritt wesentlich beeinflusst, alle anderen fast nur durch den
Interpretationsschritt. Es wird beobachtet, dass der Verlauf der optimalen Zuordnung je-
doch weit spéter bei 0.45 ohne Postprocessing abfillt. Der Abfall mit dem Postprocessing
Schritt ist sehr verlangsamt. Es kann daher angenommen werden, dass die Ergebnisse
des Reverse Annealing der optimalen Zuordnung sehr viel mehr durch die Fluktuation
des Reverse Annealing selber als durch die Auswahl der 3SAT Instanzen gepragt ist. So
kénnen auch die schon erwahnten gleichbleibenden Hamming Distanzen erkléart werden.
Desweiteren kann festgestellt werden, dass die Prozentzahl geloster 3SAT Instanzen nach
der Interpretation beim Annealing Bruchteil 0.6 bei ungefahr 40% liegt. Dies ist sehr viel
hoher als die eigentliche Anzahl korrekter Zuordnungen. Dies deutet darauf hin, dass ab
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0.5 ein Verhaltenswechsel des 3SAT Problem stattfindet. Wahrend der Verlauf bis 0.5
ungefdhr mit dem der Gesamtzahl korrekter Belegungen (vgl. Grafik iibereinstimmt,
so stehen hohe Prozentzahlen der gelosten 3SAT-Instanzen einer niedrigen Gesamtzahl
korrekter Zuordnungen entgegen. (vgl. Beobachtung 9 oder Abb. Das bedeutet, dass
der Verlauf ab 0.5 nicht mehr durch die passende Auswahl von 3SAT Instanzen, sondern
mehr durch die statistischen Fehler des Reverse Annealing regiert wird. Dariiberhinaus
lasst diese Beobachtung die Interpretation zu, dass die Ergebnisse des Reverse Annealing
mit der zufélligen und entwickelten Zuordnung stark von der Auswahl der 3SAT-Probleme
- bzw. auch der relaxierten Variablen - abhingig sind. Identische Prozentwerte beider Dia-
gramme bedeuten, dass ein korrektes Sample eines 3SAT-Problems, impliziert, dass dass
fast alle 100 Samples der Insatnz korekt sind.

glei i 4 gen der QUBITS eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

= Zufillige Zuordnung
B Lésen und Runden des MILP mit 15 rel. Var
100 o i o7 e B L5sen und Runden des MILP mit 14 rel. Var.
s Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.

Lésen und Runden des MILP mit 12 rel. Var.

W Optimale Zuordnung

Korrekte MIS Zuordnungen (%)

o ofs o ofs o 2
&
0= T T T
0.5 0.6

0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.1.: Es werden die Anzahl korrekter MIS-Zuordnungen der Samples des Re-
verse Annealing angezeigt. Der schwarze Balken stellt die Standardab-
weichung dar.
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glei hied der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

80

60

Korrekte 3SAT Zuordnungen ohne logischem "Postprocessing’ (%)

Abbildung 6.2.:

. Zufillige Zuordnung

B Lisen und Runden des MILP mit 15 rel. Var

B Lésen und Runden des MILP mit 14 rel. Var
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Lésen und Runden des MILP mit 12 rel. Var.

N Optimale Zuordnung

0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35
Annealing Bruchteil

Die Grafik zeigt die durchschnittlichen Bruchteile korrekter 3SAT Zuord-
nungen (ohne Postprocessing Schritt) der Samples des Reverse Annealing
mit verschiedenen Startzusténden.

glei hied der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

80

Korrekte 3SAT Zuordnungen mit logischem "Postprocessing’ (%)

. Zufillige Zuordnung

BN Lisen und Runden des MILP mit 15 rel. Var

B Lssen und Runden|des MILP mit 14 rel
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel.
Lésen und Runden des MILP mit 12 rel.

N Optimale Zuordnung

Abbildung 6.3.:

40

0.3 0.35
Annealing Bruchteil

Die Ergebnisse von Annealing Bruchteilen 0.1 bis 0.6 werden dargestellt.
Dabei wird nach dem Reverse Annealing ein Postprocessing Schritt zur
Umwandlung in eine 3SAT Belegung verwendet.
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glei hied Zuordnungen der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 Kl.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

. Zufillige Zuordnung
B Lisen und Runden des MILP mit 14 rel. Var
100 Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Optimale Zuordnung

80

Korrekte MIS Zuordnungen (%)

20

051 052 0.53 0.54 0.55 0.56 057 058 0.59
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.4.: In der Grafik erkennt man die Ergebnisse des Reverse Annealing ohne
Interpretation als 3SAT Belegung.

Z der QUBITs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) auf dem 'D-wave Advantaged4.1'.

m Zufillige Zuordnung
B Lsen und Runden des MILP mit 14 rel. Var.
100 Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Optimale Zuordnung

" (%)

ohne logischem °
=
=

Korrekte 35AT

o o+ o of s
£ 3 o+
jI o 3 i of: i il
N 00 02 00 00 00 00 00 00 00 00 00 %) 00 o0 00 00 00

3
0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58 0.59
Annealing Bruchteil

00

Abbildung 6.5.: Es werden die Ergebnisse des Reverse Annealing der in MIS umgeformte
3SAT Instanzen mit Annealing Bruchteilen 0.51 bis 0.59 dargestellt. Bei
der Umwandlung wurde die MIS Belegung zwar als 3SAT Zuordnung
interpretiert, jedoch kein Postprocessing verwendet.
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[ (%)

£ 80

mit logischem '

Korrekte 3SAT

glei hied der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

. Zufillige Zuordnung

B Lisen und Runden des MILP mit 14 rel. Var
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.

W Optimale Zuordnung

0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58 0.59
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.6.: Ahnlich wie Abbildung stellt auch diese Grafik die Ergebnisse der

100

= =
£ g

Hamming-Abstand zur nichsten MIS Lsung
=
&

Umwandlung der Lésungen des Reverse Annealing mit einem Postpro-
cessing Schritt dar. Hier werden jedoch die Annealing Bruchteile 0.51 bis
0.59 betrachtet. Die 3SAT Instanz besitzt 15 Variablen und 61 Klauseln.

glei hied: Zuord der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) des 'D-wave Advantage4.1'.

. Zufillige Zuordnung

BB Lisen und Runden des MILP mit 15 rel. Var

W Lésen und Runden des MILP mit 14 rel. Var
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Lésen und Runden des MILP mit 12 rel. Var.

W Optimale Zuordnung

o of: oo o o e i 4 sl

i o
of idn
i o
2
I e 2

0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 05 0.6
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.7.: In diesem Diagramm werden die durchschnittlichen Hamming- Distanzen
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dargestellt. Die schwarzen Striche bezeichnen die Standardabweichung.
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100

Hamming-Abstand zur nichsten MIS Lsung

Abbildung 6.8.: Wie Abbildung zeigt diese Grafik

=
B

S
2

=
&

120

Z der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (15 Var., 61 KI.) des 'D-wave Advantage4.1'.

= Zufilige Zuordnung
B Lésen und Runden des MILP mit 14 rel. Var

Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
W Optimale Zuordnung

e e o e

051 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56 057 0.58 0.59
Annealing Bruchteil

die durchschnittliche Hamming-

Distanz an. Diesmal jedoch mit anderen Annealing Bruchteilen. (0.51 bis

0.59)

Z der QUBITs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

m Zufillige Zuordnung

B [ sen und Runden des MILP mit 15 rel

Var,

1

Korrekte MIS Zuordnungen (%)

3
8

®

8

=
2

-
3

e
2

W Lssen und Runden des MILP mit 14 rel. Var
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Lésen und Runden des MILP mit 12 rel.

N Optimale Zuordnung

5

: ofs 9 ofs o o i «
ofe ofe e E ofe e o
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05 0.6

Annealing Bruchteil

Abbildung 6.9.: Die Anzahl geloster MIS Instanzen mithilfe des Reverse Annealing wer-

den angezeigt.
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190 glei i 4 gen der QUBITs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1’.

m Zuf3llige Zuordnung
W L55en und Runden des MILP mit 15 rel. Var.
W L5sen und Runden des MILP mit 14 rel. Var.
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Lbsen und Runden des MILP mit 12 rel. Var.
= Optimale Zuordnung

»
8

=
3

Gefundene 3SAT Lésungen ohne logischem "Postprocessing’ (%)
@
B

g

3 o 3 o E R ki B
4 e E o o E Ed
i 0000 P 0000 9 03 00 P 0000 0000 % 0900 00 00, 09 00 20
0.1 0.2 0.25 03 0.4

0.15 0.35 0.45
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.10.: Das Diagramm spiegelt wieder, wieviele 3SAT-Probleme gel6st wurden
mit der reinen Interpretation der MIS-Belegung.

190 glei i Z gen der QUBITs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

= Zufillige Zuordnung

B LGsen und Runden des MILP mit 15 rel. Var

B Lésen und Runden des MILP mit 14 rel. Var
Lésen und Runden des MILP mit 13 rel. Var.
Lésen und Runden des MILP mit 12 rel. Var.

Ll 1‘ !

0.35 0.4 0.45
Annealing Bruchteil

=
3

Gefundene 3SAT Lésungen mit logischem 'Postprocessing’ (%)

8

Ll

0.15 0.25

Abbildung 6.11.: Die Abbildung zeigt auf, welcher Prozentsatz der 3SAT Instanzen gelost
wurde.
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6.2. Priifung der Skalierbarkeit

6.2.1. Beschreibung

Gleiches wie in Teilversuch 1 (Kapitel wird reduziert auch bei einer groferen 3-SAT
Instanz durchgefiihrt. Aufgrund der Limitationen, die bisherige QC-Hardware aufweist,
war es nicht moéglich schwere 3SAT-Probleme zu verwenden, die signifikant grofier als 40
Variablen waren. Durch das Minor Embedding (vgl. Kapitel werden weit mehr Qubits
verwendet werden, als die Transformation (beschrieben in Kapitel erkennen lasst. In
Abbildung und werden die Verlaufe der korrekten MIS-Belegung bzw. der kor-
rekten 3SAT-Zuordnungen ohne Postprocessing dargestellt. Beide besitzen sehr d&hnliche
Ergebnisse. Es wird wieder das Abfallen der zur optimalen Zuordnung gehérenden Balken
erkannt. (vgl. Versuch 1, Abbildung oder Das Ergebnis bei Annealing Bruchteil
0.4 ist 20.8% korrekter Zuordnungen und besitzt eine hohe Standardabweichung. Auch in
Abbildung wo die Ergebnisse des Verfahrens mit Postprocessing dargestellt werden,
wird die Ahnlichkeit zum Diagramm mit Postprocessing aus Teilversuch 1 erkannt.
Der Bruchteil korrekter 3SAT Losungen stagniert auf fast 100% bei Annealing Bruchteil
0.2 und 0.4. Dann fallt er auf 0% bei Annealing Bruchteil 0.6. Das Reverse Annealing
mit der zufilligen Zuordnung und der Belegung mithilfe des entwickelten Verfahren ergab
hingegen in allen drei Abbildungen fast keine 3-SAT Losungen. Es gibt einzig einen klei-
nen Peak von ungefahr 0.7% bei der Zuordnung mithilfe der Losung eines MILP mit 37
relaxierten Variablen bei allen drei Abbildungen bei Annealing Bruchteil 0.2 und 0.4. (bei
der Uberpriifung der MIS-Zuordnung ist der Peak bei Annealing Bruchteil 0.4 lediglich
0.3%)

6.2.2. Interpretation

Die Interpretation des Verlaufs der korrekten Losungen des Reverse Annealing mit op-
timaler Zuordnung gleicht dem des Kapitels Durch die grofiere Anzahl an Knoten
des MIS der 3SAT Instanzen mit 168 Klauseln (504 Knoten versus 183 Knoten) und
die damit verbundene noch viel gréfiere durch Minor-Embedding entstehende Anzahl an
Qubits wird das Problem schwerer zu 16sen. Daher gibt es fast keine korrekte Losungen
des Reverse Annealing mit der entwickelten Methode oder mit einer zufélligen Zuordnung,.
Trotzdem erkennt man, dass die Ergebnisse des Reverse Annealing mit einer optimalen
Belegung bei Annealing Bruchteil 0.2 (vgl. Abbildung nicht von dem Verlauf der
korrekten Ergebnisse (vgl. Abbildung abweicht. Man erkennt jedoch dass die relative
Héufigkeit der korrekten Ergebnisse bei Annealing Bruchteil 0.4 halb so klein ist, wie bei
den kleineren 3SAT Instanzen.
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6.2. Priifung der Skalierbarkeit

Zuord der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

m Zufillige Zuordnung
B Lisen und Runden des MILP mit 38 rel. Var
100 Al Lésen und Runden des MILP mit 37 rel. Var.

Lésen und Runden des MILP mit 36 rel. Var.
W Optimale Zuordnung

Korrekte MIS Zuordnungen (%)

i 00 00 00 o

0.4 0.6
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.12.: Wie Abbildung oder zeigt dieses Diagramm die Ergebnisse der
korrekten MIS Belegungen nach Reverse Annealing. Die Testinstanzen

besitzen diese Mal jedoch 40 Variablen und 168 Klauseln.

Zuordi der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

B Zufillige Zuordnung
B Lisen und Runden des MILP mit 38 rel. Var
100 -l Lésen und Runden des MILP mit 37 rel. Var.

Lésen und Runden des MILP mit 36 rel. Var.
B Optimale Zuordnung

. S «
3 8 Z

Korrekte 3SAT Zuordnungen ohne logischem "Postprocessing’ (%)

5

i 00 00 00 DL
0.2

0.4 0.6
Annealing Bruchteil

Abbildung 6.13.: Wie die Graﬁken oder [6.5|zeigt diese Abbildung die korrekten 3SAT
Zuordnungen ohne Postprocessing Schritt. Dieses Mal werden 3SAT

Probleme mit 40 Variablen und 168 Klauseln verwendet.
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6. Ergebnisse

glei hied Zuordnungen der QUBITSs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

mm Zufillige Zuordnung

B Lisen und Runden des MILP mit 38 rel. Var

100 - o7 Lésen und Runden des MILP mit 37 rel. Var.
Lésen und Runden des MILP mit 36 rel. Var.

W Optimale Zuordnung

' (%)

£ 80

mit logischem '
2

Korrekte 3SAT

i o0 00 00 o

Annealing Bruchteil

Abbildung 6.14.: Es werden die durchschnittlichen Bruchteile korrekter 3SAT Zuordnun-
gen nahc einem Reverse Annealing und Postprocessing aufgezeigt.

glei . Z
250
200
150
100

50

0

0.2

Abbildung 6.15.: Wie Grafik zeigt auch diese Abbildung die durchschnittliche Ent-
fernung der MIS Belegung nach dem Reverse Annealing zur néchsten
optimalen MIS Zuordnung. Dieses Mal wird jedoch 3SAT Instanzen mit
40 Variablen und 168 Klauseln verwendet.

der QUBITs eines MIS einer 3SAT Instanz (40 Var., 168 KI.) auf dem 'D-wave Advantage4.1'.

- Zufillige Zuordnung

B Lsen und Runden des MILP mit 38 rel. Var
-4 Lésen und Runden des MILP mit 37 rel. Var.
Léken und Runden des MILP mit 36 rel. Var.
) /= Optimale Zuordnung
E op T Q‘A
04

Annealing Bruchteil

Hamming-Abstand zur nichsten MIS Lsung
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6.3. Vergleich der Lésungszeiten eines 3SAT-Problems

6.3. Vergleich der Losungszeiten eines 3SAT-Problems

In Abbildung wird erkannt, dass selbst das Losen und Runden eines assoziierten
MILPs mit 98% relaxierten Variablen bei 3SAT Instanzen mit 100 Variablen noch viel
mehr Zeit benotigt, als das direkte Losen mithilfe des SAT-Solvers Minisat. Diagramm
6.17 zeigt, dass bei Relaxierung von ungefihr 90% der Variablen das Losen und Run-
den des MILP schneller sein kann als das direkte Losen mithilfe von Minisat bei 3-SAT
Instanzen mit 300 Variablen. Abbildung [6.18 prisentiert die Ergebnisse von 3-SAT In-
stanzen mit 700 Variablen. Es kann daraus geschlossen werden, dass ungefahr 93% der
Variablen im MILP relaxiert werden kénnen, um schneller zu sein als die Lésung mithilfe
des 3-SAT-Solvers Minisat. Bei allen drei Teilversuchen besitzen die gemessenen Zeiten
der entwickelten Methode eine sehr starke Standardabweichung. Die benétigten Zeiten
des Sat-Solvers hingegen besitzen eine kleine Varianz.

120 Vergleich der Zeit zur Variablenbelegung einer 3SAT Instanz (100 Var., 420 KI.)

I | Ssen und Runden des MILP mit 98 rel. Var.
Bl [osen und Runden des MILP mit 96 rel. Var.
Losen und Runden des MILP mit 94 rel. Var.
Losen und Runden des MILP mit 92 rel. Var.
B Losen und Runden des MILP mit 90 rel. Var.
B [ osen mit Minisat

100 A

80

60

Zeit (ms)

40

20 A

ole

T
Gurobi B&C Minisat
Methode

Abbildung 6.16.: Die Grafik vergleicht die benétigte durchschnittliche Losungszeit ver-

schiedener zu MILPs umgewandelter 3SAT Instanzen mit der des Mini-
sat Solvers.
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6. Ergebnisse

Vergleich der Zeit zur Zuordnung der Variablen einer 3SAT Instanz (300 Var., 1260 KI.)

70
HEl | osen und Runden des MILP mit 290 rel. Var.
B | 6sen und Runden des MILP mit 280 rel. Var.
630
Lésen und Runden des MILP mit 270 rel. Var.
601 [ Losen und Runden des MILP mit 260 rel. Var.
B | 6sen mit Minisat
50
40 A
O
=
o
N
30
20
10
57
v l
0.6
0l ——
Gurobi B&C Minisat
Methode

Abbildung 6.17.: Wie Diagramm beschreibt auch diese Abbildung den Vergleich zwi-
schen den durchschnittlichen Losungszeiten verschiedener MILPs mit-
hilfe dem Branch and Cut Solver Gurobi und denen des SAT-Solvers
Minisat.
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6.3. Vergleich der Lésungszeiten eines 3SAT-Problems

Vergleich der Zeit zur Variablenbelegung einer 3SAT Instanz (700 Var., 2800 KI.)

4500 T
I | Ssen und Runden des MILP mit 680 rel. Var. b
B Losen und Runden des MILP mit 670 rel. Var.
4000 1 Losen und Runden des MILP mit 660 rel. Var.
[ Losen und Runden des MILP mit 650 rel. Var.
B [ osen mit Minisat
3500 -
3000 -
2500 -
<
&
N
2000 4
1500 4
1000
500
191
75 307
0 T
Gurobi B&C Minisat
Methode

Abbildung 6.18.: Es wird der Vergleich der Losungszeit des Branch and Cut Solvers Gu-

robi und dem SAT-Solver Minisat aufgezeigt.
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7. Diskussion

In den vorangegangenen Beobachtungen und Interpretationen konnten die Eigenschaften
des hybriden Verfahrens beleuchtet werden. In diesem Kapitel werden die wichtigsten Er-
kenntnisse noch einmal zusammengefasst und diskutiert. Es wird zuerst auf die Praktika-
bilitdt des Verfahrens und dann auf die spezifischen Eigenschaften der Losungslandschaft
eingegangen. Des Weiteren werden Vorschldge fiir die weitere Forschung gegeben.

Die Ergebnisse der Arbeit zeigen, dass fiir das Reverse Annealing bessere Anfangszu-
stdnde als eine zuféllige MIS-Zuordnung fir das gegebene Problem produziert werden
kénnen. Es kann tiberdies festgestellt werden, dass bei 3SAT Instanzen ab 300 Variablen
ungefahr 10 % der Variablen als Ganzzahlen fixiert werden konnen, sodass die Losung
des dazugehorigen MILP schneller ist als die Losung des Minisat Solvers. In Diagramm
ist zu sehen, dass die ersten korrekten Losungen bereits mit 1—15 fixierten Variablen zu
sehen sind. Da das Verfahren aber nicht einfach skalierbar ist (vgl. Diagramm, kann
daraus nicht geschlussfolgert werden, dass das Verfahren schneller ist, als die klassische
Loésung mithilfe des SAT-Solvers Minisat. Mithilfe ldngerer Annealing Schedules kénnte
dies jedoch gedndert werden. Auch die verwendete Zielfunktion des MILPs kann sicher-
lich verbessert werden. (vgl. Dariiber hinaus ist die Losungsmethode des MILPs noch
sehr grob und nicht an die eigentliche Struktur des 3SAT Problems angepasst. Auch hier
kann noch Zeit eingespart werden.

Durch die Beobachtungen und Interpretation aus Kapitel kann geschlossen werden,
dass die Minima der Lésungslandschaft der zu MIS Problemen umgewandelten 3SAT
Problemen sehr breit sind. Erst ab einem Annealing Faktor von ungefdhr 0.5-0.6 kann
gehofft werden, dass der Quantum Annealer moglicherweise nicht mehr in einem groflen
lokalen Minimum feststeckt, sondern das globale Minimum findet. Aufgrund des star-
ken Unterschieds zwischen gelosten 3SAT-Instanzen und korrekten Zuordnungen (vgl.
Interpretation 8 in Sektion kann davon ausgegangen werden, dass die Tunnelwahr-
scheinlichkeit (vgl. Kapitel gering und somit der Wall zwischen globalem Minimum
und anderen Minima hoch ist. Da durch den Postprocessing Schritt nur die Ergebnisse der
optimalen Losung verbessert werden, kann man des Weiteren schlieflen, dass die lokalen
Minima im Bereich des globalen Minimums korrekte IS Belegungen, aber keine maxima-
len présentieren. Die groflen Minima hingegen prasentieren hingegen IS Belegungen, die
nicht korrekt sind, aber eine hohe Kardinalitdt besitzen. Dadurch kann es vorkommen,
dass die IS-Eigenschaften zwischen der Klauseln erfiillt sind, und die IS-Belegung kor-
rekt als 3SAT-Losung interpretiert werden kann. (vgl. Sektion Grafisch konnen die
Erkenntnisse in zwei Dimensionen wie in Abbildung dargestellt werden.
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7. Diskussion

A

Energie

,»GroBes* ,GroBes*
lokales lokales
Minimum Minimum

Globales Minimum

Korrekte
IS

7Belegungen

Abbildung 7.1.: Die Grafik prasentiert die Ergebnisse zur Losungslandschaft des 3SAT-
Problems in dem entwickelten Verfahren.

Inkorrekte
— IS
Belegung
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8. Fazit

Die Arbeit stellt dar, wie 3SAT-Probleme mithilfe quantum-klassisch hybrider Losungs-
verfahren gelost werden kénnen. Mithilfe des MILP-Solvers Gurobi und der Reverse An-
nealing Funktion des Quantencomputer Advantage 4.1 der Firma D-Wave Systems wurde
eine Versuchsreihe durchgefiihrt. Die Auswertung {iber 2 Millionen Samples des Quan-
tum Annealers lieferte interessante Ergebnisse und erlaubte einen Einblick in die Struktur
des zum MIS umgeformten 3SAT-Problems. Dabei ragen vor allem die Eigenschaften der
lokalen Minima der MIS-Formulierung hervor. Nahe des globalen Minimums sind dabei
diese, die korrekte, aber nicht maximale IS-Zuordnungen darstellen. Entfernt, durch ei-
ne hohe Barriere getrennt vom globalen Minimum, lassen sich lokale Minima verorten,
die inkorrekte IS-Zuordnungen représentieren, die jedoch durch eine hohe Kardinalitét
eventuell zu korrekten 3SAT-Losungen umgewandelt werden kénnen. Das Konzept zeigt
Potenzial bei kleinen Instanzen. Dort kénnen nur wenige Variablen fixiert werden, um
einen signifikanten Effekt auf die Losungsqualitit des Reverse Annealing zu sehen. Jedoch
verteilen sich die korrekten MIS-Belegungen vor allem bei kleinen Annealing Bruchteilen
auf wenige 3SAT-Instanzen. Das heifit es miissten nicht nur mehrere Reverse Annealing
Samples produziert werden, sondern auch mehrere Losungen des MILP mit verschiede-
nen relaxierten Variablen um ein schweres 3SAT-Problem zu l6sen. Das Verfahren kann
auch nicht ohne Weiteres skaliert werden. Um gute Ergebnisse auch bei grofieren 3SAT-
Instanzen zu erreichen kann versucht werden, den Annealing Schedule zu verbessern und
zu verldngern. Wird die Skalierung erreicht, so kann das jedoch zu einer schnellen Lo-
sungszeit von eizelnen 3SAT-Instanzen fithren, da bei Instanzen mit 300 Variablen 10%
der Variablen des MILP fixiert werden kénnen, um dieses durchschnittlich schneller zu
losen als ein moderner SAT-Solver die eigentliche 3SAT-Instanz. 10% fixierte Variablen
reichen nach den Ergebnissen des Versuchs aus, um kleine Instanzen Instanzen mit einer
kleinen Wahrscheinlichkeit 16sen zu kénnen. Der Versuch zeigte jedoch auch, dass die Ab-
weichungen der Zeit und auch der Losungswahrscheinlichkeit sehr hoch sind. Daher sind
Schlussfolgerungen nur vorsichtig zu formulieren. Im Moment zeigen sich dem quantum-
klassisch hybriden Losungsverfahren fiir 3SAT-Probleme also vor allem Grenzen in der
Skalierungsmoglichkeit auf.
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A. Komplexitatstheorie

In diesem Kapitel werden Teile der Komplexitiatstheorie beleuchtet. Es orientiert sich
an [Hrol4]. Die Komplexitit eines Algorithmus kann dabei anhand der Anderung seiner
Laufzeit pro weiteren Inputparameter bestimmt werden.

A.1. Das Entscheidungsproblem

1928 stellten David Hilbert and William Ackermann in ihrer Arbeit [WA28] ein Logik-
kalkiil vor. Dabei stellten sie die Frage, ob es einen Algorithmus gibt, der ein logisches
Statement verarbeitet und eine Ja/Nein Antwort zur universalen Korrektheit liefert.

A.2. Das Lambda Kalkiil und die Turingmaschine

Alonzo Church veroffentlichte 1936 einen Beweis in seiner Arbeit [Chu36], der das Pro-
blem[A.1]als effizient unlsbar einstuft. Dabei verwendete er mit dem Lambda-Kalkiil eine
neue Methode zum Aufzeigen von Berechenbarkeit. 1937 zeigte Alan Turing in seinem
Artikel [Tur37] dasselbe mithilfe der sogenannten Turing-Maschine. Das Lambda-Kalkiil
, als auch die Turing-Maschine sind essentielle Konzepte der modernen Kom-
plexitatstheorie und theoretischen Informatik. Durch beide Ansédtze kann die Berechen-
barkeit eines Algorithmus formal beschrieben werden. Vor 1936 konnte nur die Intuition
verwendet werden, um zu beurteilen, ob ein Problemn effizient berechenbar ist.

Definition A.1 (Lambda-Kalkiil) Das Lambda-Kalkiil ist eine Mdéglichkeit Funktio-
nen und Algorithmen formal zu beschreiben. Dabei wird ein Lambda-Term rekursiv mit
folgender Grammatik gebildet:

t = C|x|tite | Azt

C prisentiert hier eine Konstante, x eine Variable, t1 eine Funktion die auf das Argument
to angewendet wird und \x.t eine Abstraktion mit Parameter x und Term t. In letzterem
ist die Variable x damit gebunden.

Definition A.2 (Turingmaschine) Die Turingmaschine ist ein mathematisches Mo-
dell zur Reprdisentation von Algorithmen. Die Maschine kann mit gewissen Regeln Zei-
chen auf ein Speicherband schreiben und manipulieren und davon lesen. Interpretiert man
die Zeichen als Zahlen, so kann das Modell Funktionen nachbilden. Eine Turingmaschine
wird beschrieben mit dem Tupel

T = (Q727F757QO7D7F)'

Q beschreibt die endliche Zustandsmenge,
Y. das endliche Eingabealphabet,
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A. Komplexitédtstheorie

I" das endliche Bandalphabet.

Es gilt ¥ CT und

§: (Q\F)xT — QxT x {L,N, R} ist die Uberfiihrungsfunktion.
qo € Q ist der Anfangszustand.

O e I'\ X steht fiir das leere Feld (Blank).

F C Q beschreibt die Menge Endzustinde.

Anmerkung A.3 Die Equivalenz beider Methoden bewiesen in ... (hier noch Beweis
suchen)

Mithilfe des formalen Rahmens der Turingmaschine konnte Cook 1971 in [Coo71] zeigen,
dass das Entscheidungsproblem (SAT) NP-vollstiandig ist.

A.3. Komplexitatsklassen

Es folgt ein Uberblick iiber verschiedene Komplexitétsklassen. Abbildungverdeutlicht
deren Zusammenhang.

Komplexitatsklasse P
Alle sich in dieser Klasse befindenden Probleme sind in Polynomialzeit mit einer
deterministischen Turingmaschine losbar.
Beispiele: Linear Programming, 2SAT

Komplexitatsklasse NP
Die Losungen der zu den Problemen in der Klasse NP miissen in Polynomialzeit
verifizierbar sein. Damit gilt auch P C NP. Ob P = NP gilt ist ein ungeltstes
Problem der theoretischen Informatik. Es wird vermutet, dass P # NP. (siche
artikel)

NP-schwere Probleme
Diese Probleme sind mindestens so schwer wie alle anderen Probleme in NP.

NP-volistandige Probleme
Die Probleme sind NP-schwer und in NP selber enthalten.
Beispiele: Integer Linear Programming, 3SAT, Das Problem des Handelsreisenden,
Rucksackproblem

A.4. Notation

Hier folgt eine kurze Sektion {iber die Notation der Komplexitatstheorie. Um die Kom-
plexitdt eines Algorithmus zu beschreiben benutzt man die O-Notation, ©-Notation und
-Notation. Die Konvention der Symbole folgt der von Donald Knuth in seinem Artikel
[Knu76] beschriebenen.

Definition A.4 (O-Notation) O(f(z)) beschreibt alle g(x) fir die zwei positive Kon-
stanten C' und xq existieren, mit denen gilt:

lg(x)| < Cf(x) fir alle x > x
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A.4. Notation

NP-vollstandig

N\ >

NP-schwer

>
Komplexitat

Abbildung A.1.: Die Komplexitatsklassen NP, NP-schwer, NP-vollstdndig und P werden
im Vergleich dargestellt.
g(x) wachst asymptotisch nicht schneller als f(x).

Definition A.5 (Q2-Notation) Q(f(x)) beschreibt alle g(z) fir die zwei positive Kon-
stanten C' und xq existieren, mit denen gilt:

g(x) > Cf(x) fir alle x > o
g(z) wachst asymptotisch mindestens so schnell wie f(z).

Definition A.6 (©-Notation) O(f(z)) beschreibt alle g(x) fir die zwei positive Kon-
stanten C1, Cound xq existieren, mit denen gilt:

Cif(z) > g(z) > Cof(x) fir alle x > x

g(x) wachst asymptotisch so schnell wie f(z).
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B. Physikalische Grundlagen

Um die Funktionsweise eines Quantencomputers erklaren zu kénnen, sind grundlegende
Kenntnisse der Physik notwendig. Die Lehre der Physik schafft einen mathematischen
Rahmen zum Verstdndnis der Natur. Sie baut auf wenigen Axiomen auf und versucht,
physikalische Phiénomene damit erkliaren zu konnen. Ein solcher Rahmen ist die New-
ton’sche Mechanik. Wenn Teilchen geniigend grof sind (und sich nicht mit zu schneller
Geschwindigkeit bewegen), erkldrt die Theorie Newtons die Natur hinreichend genau. Bei
sehr kleinen Teilchen treten hingegen Effekte auf, die mit dieser nicht vereinbar sind. Hier
wird die Quantenmechanik verwendet. Folgende Kapitel orientieren sich an [Gri05] und
[SN17].

B.1. Beschreibung Quantenmechanik

Bei kleinen Teilchen kann die klassische Mechanik nicht mehr angewendet werden. Hier
treten Effekte auf, die damit nicht erklart werden koénnen. Als Beispiel kann man das
Doppelspaltexperiment nennen. Hierbei werden kleinste Teilchen auf eine Wand mit zwei
schmalen, parallelen Spalten geschossen. Dahinter befindet sich in gréfierem Abstand ein
Schirm, der den genauen Ort aufzeichnet, an der die Teilchen auftreffen. Man erkennt
ein Interferenzmuster. Sobald die Teilchen aber dabei beobachtet werden, welchen Weg
sie zuriicklegen, treffen Sie wieder wie normale Teilchen auf den Schirm. Dies kann nicht
mit der klassischen Newton’schen Physik erklart werden. Die Quantenmechanik ist ein
mathematischer Rahmen, der dieses Phidnomen beschreiben kann. Dabei sind Teilchen
nicht mehr Punkte im euklidischen Raum, sondern werden als dreidimensionale Wellen
dargestellt. Damit koénnen physikalische Experimente sehr gut beschrieben werden. Es
gibt jedoch verschiedene Interpretationen der mathematischen Theorie. Die populars-
te und in dieser Arbeit durchgehend verwendete ist die Kopenhagener Deutung. Dabei
driickt das Betragsquadrat der Wellenfunktion eines Teilchens die Wahrscheinlichkeit aus,
es an einem bestimmten Ort finden zu kénnen. (siehe Gleichung Diese Standardin-
terpretation fiihrt die intrinsisch statistische Ortsbestimmung auf einen fundamentalen
Indeterminismus zuriick. Das heif3t, dass die Natur den Ort des Teilchens erst bei Messung
mit irreduziblem Zufall bestimmt. Da dies mit der menschlichen Intuition nicht wirklich
fassbar ist, sagte Richard Feynman 1964 an der Cornell University:

I think I can safely say that nobody understands quantum physics

Richard Feynman war der Meinung, dass niemand Quantenphysik verstehen wiirde. ([Fey64])
Ein Jahr spéter erhielt er den Nobelpreis fiir Physik fiir seine Arbeit in der Quantenphy-
sik.
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B. Physikalische Grundlagen

B.2. Dirac Notation und Operatoren

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird die von Paul Dirac eingefiihrte Bra-Ket Notation
verwendet. Dabei wird ein Vektor v im Vektorraum V - auch Ket-Raum genannt - mit
einem Ket |v) ausgedriickt. Quantenmechanische Zusténde werden mit komplexen Zu-
standsvektoren ausgedriickt und befinden sich in einem Hilbertraum. Ein Hilbertraum ist
ein vollstdndig normierter Raum, der zuléssig fiir Skalarprodukte ist. Zwei Kets kénnen
addiert und mit Konstanten multipliziert werden:

|a) +1b) = |e)

cla) = |a) ¢ = |d)

Ein hermitischer Operator wird auch Observable genannt. Er wirkt von links auf einen
Ket:
Ala) = |e)

Ein Eigenket |e) der Observable A - oder in physikalischen Systemen Eigenzustand genant
- mit einem Eigenwert o kann beschrieben werden mit:

Ale) = ale)

Der Kovektor w aus dem Dualraum V* - oder Bra-Raum - wird geschrieben als Bra (w|.
Zwischen Ket- und Bra-Raum existiert eine duale Korrespondenz:

la) <= dual (a]
|a) + |b) <= dual (a| + (D]
¢la) <= dual c* (a

Der hochgestellte Stern bedeutet das komplex Konjugierte der Variable. Das innere Pro-
dukt eines Bras und eines Kets wird geschrieben als:

(wlv) = (v]w)”
Der Vektorraum ist daher semidefinit:
(ala) > 0 (B.1)

Wenn (a|a) = 0 gilt ist |a) ein Null-Ket Zwei Vektoren |a) und |b) sind orthogonal wenn
gilt:

(alb) =0 = (bla) =0 (B.2)

Daher kann ein Ket |a) - der kein Null-Ket ist - normalisiert werden mit:

a) =

|a) (B.3)

(B.4)
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B.2. Dirac Notation und Operatoren

Dabei ist (ala) = 1. \/{aJa) wird die Norm von |a) genannt. Da c|a) und |a) dieselben
physikalischen Zusténde darstellen werden die Kets dieser Zustdnde immer normiert sein.
Fiir lineare Operatoren, die auf Kets wirken - nicht nur hermitische Operatoren (oder
Observablen), gelten folgende Rechenregeln.

Alala) + B16) = aA|a) + BAIY) (B.5)
Ein Operator B wirkt auf einen Bra immer von rechts.
(a B = (b
Die duale Korrespondenz von Operatoren ist:
(a| B <= BT |a)

B driickt das Adjungierte des Operators B aus. Operatoren kénnen multipliziert werden.
Im Allgemeinen kommutieren sie aber nicht,

XY #YX
sind jedoch assoziativ:
(XY)Z |a) = XY (Z|a)) = XY Z|a)
Wegen
XY |a) = X(Y |a)) <= ((a|] Y XT = (a| XTYT

gilt
(XY)F = xTyt

Das duflere Produkt von |a) und (b| wird geschrieben als

(bl a)

Es gilt mit (b||c) = co
(la) (b)) [¢) = la) (Bl |€)) = co|a)
Wenn also ein dufleres Produkt auf einen Ket wirkt entsteht ein weiterer Ket. Daher kann
|a) (b als ein Operator aufgefasst werden. Der Vektor |c) auf den das Produkt angewendet
wird, wird in die Richtung von |a) rotiert und erhélt die Lange der Projektion auf (b|.
Das dufBlere Produkt
M(a) = |a) (al

nennt man auch Projektionsoperator M (a) entlang des Basiszustandes |a). Wird ein be-
liebiger Zustand darauf angewendet, so projeziert der Operator diesen auf |a)

Ein Operator O, der zwischen einem Bra und einem Ket steht, kann wegen der Assozia-
tivitdt auf beide Seiten angewandt werden:

(al (O1b)) = ({al O) |b) = (a| O |b) (al O [b) = ((b| O |a))*
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B. Physikalische Grundlagen

Fiir hermitische Operatoren gilt Of = O und daher:

(@l Ob) = ((B] Oa))”

Theorem B.1 Hermitische Operatoren besitzen ausschliefSlich reelle Eigenwerte und or-
thogonale Eigenzustinde.

Beweis: Fin hermitischer Operator H besitzt zwei Figenwerte o, 3, und die dazugehdrigen
Eigenzustinde a,b. Es gilt mit H = H', dass o (bla) = (b| (H |a)) = ((b| H) |a) = B* (b|a)
und damit (o — %) (bla) = 0 ist. Wenn a = b gilt a = a* und damit, dass a € R. Ista # b
gilt (bla) = 0. Daher missen alle Figenzustinde, die nicht denselben Eigenwert besitzen,
orthogonal zueinander stehen.

Um hermitische Operatoren physikalisch als Observablen auffassen zu kénnen, muss der
observierte Raum mit den Eigenfunktionen der Operatoren aufgespannt werden kénnen.

Axiom B.2 Die Eigenzustinde einer Observablen miissen eine lineare Hille tiber dem
observierten Hilbertraum bilden.

B.3. Messung eines quantenmechanischen Systems

Eine Observable O besitzt die Eigenzustdnde |w;) und Eigenwerte o; und kann als Li-
nearkombination derer geschrieben werden: O = > 0; |w;). Der physikalische Zustand
eines Systems |¥) kann mit dessen Eigenzusténden |az> und Eigenwerten a; beschrieben
werden: |¥) = >". a; |a;). Da die Eigenzustédnde von O den gesamten Hilbertraum in dem
| W) liegt aufspannen, kann der Zustand des Systems |¥) auch beschrieben werden durch:

= Zci |wi) mit ¢; = (w;|¥)
i

Die statistische Interpretation der Quantenmechanik besagt nun, dass |c;|? die Wahr-
scheinlichkeit darstellt, den Eigenzustand |w;) bei der Messung von |¥) mit dem Operator
O zu erhalten. Die Eigenschaft von Wahrscheinlichkeiten

= Jal* =1 (B.6)
i
kann aufgrund der Normierung von |¥) bestétigt werden:
1= (V|0 = Z cirwyr| Z Ciw; ) Z Z crei {(wir|wg)
i
= ZZC/C@ i Zcz‘ci
j i
1= Z’Ci|2

i

Bei der Messung des Systems kollabiert der Zustand in einen Basiszustand. Wird das
System direkt danach mit demselben Operator noch einmal gemessen, so wird der gleiche

64



B.4. Mathematische Herleitung der Schrédingergleichung

Basiszustand als Zustand des Systems gemessen. Fiir eine genauere Beschreibung des
Messvorgangs wird auf die Biicher [SN17] und |Gri05] verwiesen.

B.4. Mathematische Herleitung der Schrodingergleichung

Um ein besseres Bild davon zu bekommen, was in realen physischen Systemen passiert,
wird in diesem Kapitel die Schrodingergleichung hergeleitet. Diese ist die Bewegungsglei-
chung fiir quantenmechanische Systeme. Sie &hnelt der der klassischen Mechanik, jedoch
wird nun nicht ein Ort z(¢) des Teilchens bestimmt, sondern die Wellenfunktion |¥(x,t))
eines Teilchens. Die Zustédnde des Systems und Eigenzustédnde der Observablen sind nun
nicht mehr diskret, wie in vorherigen Kapiteln angenommen, sondern kontinuierlich. Das
Betragsquadrat der gefundenen komplexen Wellenfunktion gibt die Wahrscheinlichkeit
an, das Teilchen am Ort x oder einem sehr kleinen Abstand dx zu finden:

1 (2)) *dz (B.7)

Da sich das Teilchen im Raum befinden muss, gilt P(2) = 1 und somit auch fiir alle ¢:
> 2
PR = [ @)Pde =1 (B.5)
—0o0

Veréandert sich die initiale Wellenfunktion W mit der Zeit mit |¥;) = U; |¥q), so muss
gelten:

P> (1) = /_O:o (Wo(2)| U U, [Wo(2)) da = 1

und damit auch Uj U; = I. Uy muss also ein unitidrer Operator sein und kann immer
geschrieben werden als U; = """ mit H als ein hermitischem Operator. h driickt hier-
bei eine physikalische Konstante aus. * Hermitische Operatoren im quantenmechanischen
Sinne kénnen als Messungen interpretiert werden. Sie besitzen ausschliellich reelle Werte
auf ihrer Diagonalen und somit auch fiir die quantenmechanische Erwartungswert des
Operators eines Systems im Zustand W(x,t). (siehe Gleichung...) Die Schrédingerglei-
chung, mit deren Hilfe die Wellenfunktionen von Teilchen berechnet werden, beschreibt
denselben Zusammenhang:

i%\ll(:v,t) = HY(x,t) (B.9)
Da ¥(z,t) eine Wellenfunktion darstellt, kann sie sowohl mit als auch ohne der Notation
Diracs beschrieben werden. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir der Einfach-
heit halber auf die Notation verzichten. H stellt den Hamiltonoperator (oder Energieope-
rator) des Systems und somit dessen Energie dar. Um den Operator zu beschreiben, wird
zuerst die Hamiltonfunktion der klassischen Mechanik betrachtet:

2
H=" v

2m
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B. Physikalische Grundlagen

p driickt den Impuls aus und V stellt die von der Zeit unabhéngige potenzielle Energie des
Teilchens dar. Um nun den Energieoperator zu erhalten wird der kanonisch transformierte
quantenmechanische Impulsoperator eingesetzt. Im Ortsraum ist er definiert als

82

— _in2
p N or?

Der Hamiltonoperator kann im Ortsraum beschrieben werden als

2 2 52
P he 0
H=_*X_ oz
om * V= “omanz ' v
H wirkt auf einen Zustand ¥ im Hilbertraum #H. Gleichung 6.6 lésst sich damit schreiben
als 5 ) (92
_h

Um die Wellenfunktion eines Teilchens Zur Zelt t zu berechnen 16st man die Differenti-
algleichung mithilfe einer Variablenseparation. Man nimmt an, dass sich die Wellen-

funktion W(x,t) als ein Produkt von einer zeitabhangigen und einer zeitunabhingigen
Funktion ¢ (x)¢(t) schreiben ldsst. Mit

op(z)p(t) de(t)
o Y@Tg
Pul)olt) _ o)
0z N dz?
und
. 2 92
. do(t) d%( )
@) 20— T 0 vy

kann die Schrédingergleichung dann umgeschrieben werden zu

1 de(t) R 1 d*(x)
how ar ~ amu 4 TV (240

Nun ist der linke Term ausschliefllich abhéngig von der Zeit t. Der rechte Teil &ndert
sich dabei nur mit dem Ort x. Beide miissen demnach konstant sein um die Gleichung zu
erfiillen. Die daraus resultierende Separationskonstante wird £ benannt. Es gilt fiir den
zeitabhangigen Term
L dolt) _
o(t) dt

und fiir den ortsabhéngigen Term

R d%p(x)

V=F
2mp(z) da? *

66



B.4. Mathematische Herleitung der Schrédingergleichung

folgt die die stationédre Schrodingergleichung

W2 ()
2m  dz?

+ Vip(x) = E(z) (B.11)
oder mit Verwendung des Hamiltonoperators
Bi(x) = Hi(x) (B.12)

Die Separationskonstante E bezeichnet den Erwartungswert der totalen Energie des Sys-
tems. Der zum kleinsten Erwartungswert Ey von H gehdrende Zustand v° wird Grund-
zustand genannt.
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C. Beispiel zur Anwendung des
Simplexverfahrens

Um den Simplex Algorithmus besser verstehen zu kénnen, wird hier ein Beispiel zur Lo-
sung eines Problems dargestellt. Es ist angelehnt an ein Beispiel aus [IpE]. Man nehme
an, eine Fabrik stellt Tische her und hat 3 Maschinen die diese produzieren. Ein Glastisch
kann fiir 20 Euro verkauft werden, ein Holztisch fiir 30 Euro.

Maschine 1
bendtigt fiir die Herstellung vom Holztisch 2 Minuten und dem Glastisch 1 Minute.
Sie kann maximal 100 Minuten in Betrieb sein.

Maschine 2
benotigt fiir die Herstellung vom Holztisch 1 Minuten und dem Glastisch 1 Minute.
Sie kann maximal 60 Minuten in Betrieb sein.

Maschine 3
benétigt fiir die Herstellung vom Holztisch 1 Minuten und kann keinen Glastisch
produzieren. Sie kann maximal 40 Minuten in Betrieb sein.

Zur Vorbereitung des Simplexalgorithmus werden einige Schritte angewandt:

1. Modellierung des Problems mithilfe eines linearen Programms

max f= 30z; +20x9

s.t. 2x +1x < 100
! ? (C.1)

1xq +1xo <60

1:131 < 60

r1,T2 >0
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C. Beispiel zur Anwendung des Simplexverfahrens

2. Transformation zum linearen Programm in Standardform

min f = —-30x1 —20x9
s.t. 211 +1xo 3 =100
lzy +1lao x4 =60 (C.2)
11‘1 T5 =60

Ty ZO

mit i € {1,2,3,4,5}

3. Aufstellen des Simplextableaus

1 T2 3 T4 x5 RHS
1 2 1 100
1 1 1 70
1 1 40
-30 -20

Tabelle C.1.: Das Simplextableau des Beispiels.

Nun kann das Simplexverfahren (vgl. Sektion angewandt werden. Hierbei wieder-

holen sich die drei Schritte bis das Problem als unlésbar befunden wird oder eine optimale
Losung gefunden wird.

1. lteration

e Auswahl einer Pivotspalte j

Beide Nichtbasisvariablen besitzen negative reduzierte Preise. Den kleinsten
besitzt x4, daher wird die 4. Spalte ausgewéhlt.
Ermittlung der Pivotreihe ¢

Die Verhaltnisse V; = ab:4 werden ermittelt. Aus der Menge V = {50, 70,40}
wird nun das kleinste Element ausgewéhlt. Also ist i = 3.
Zeilenumformungen zum Verdndern der Basis

Das Pivotelement ist asy. Die Tabelle wird umgewandelt, um die Variable der
Pivotspalte in die Basis zu bringen. Dazu wird der Wert des Pivotelement zu
eins transformiert. Dann werden alle anderen Elemente der Pivotspalte auf

null gebracht. Die resultierende Tabelle ist:

2. lteration

70

e Auswahl der Pivotspalte j =5
e Ermittlung der Pivotreihe i = 1

e Zeilenumformungen zum Verdndern der Basis



T ) T3 T4 T5 RHS
1 -2 1 20
1 -1 1 30
1 1 40

30 -20 1200

Tabelle C.2.: Tabelle der 1. Iteration.

Die resultierende Tabelle ist:

1 T2 xs3 T4 T5 RHS
1 -2 1 20
-1 1 1 10
1 1 40

20 -10 1600

Tabelle C.3.: Tabelle der 2. Iteration.

3. lteration
e Auswahl der Pivotspalte j = 3

o Ermittlung der Pivotreihe i = 3

e Zeilenumformungen zum Veréndern der Basis
Die resultierende Tabelle ist:

1 T2 3 T4 T5 RHS
-1 2 1 40
-1 1 1 10
1 -1 1 30
10 10 1700

Tabelle C.4.: Tabelle der 3. Iteration.

Es gibt keine negativen reduzierten Preise, daher ist die Losung optimal. Damit ist die
optimale Basislosung x1 = 0 z9 = 0 3 = 10 x4 = 30 x5 = 40. Die Firma maximiert also
ihren Gewinn indem Sie Maschine 1 40 Minuten, Maschine 2 10 Minuten und Maschine
3 30 Minuten lang betreibt.
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